I. megoldas. Két bastya akkor {itheti egymast, ha egy sorban vagy egy oszlopban vannak. Mivel n bastyat kell
elhelyezniink, ezért olyan elhelyezéseket keresiink, amelyeknél minden sorban és minden oszlopban egy béastya &ll,
tovabbéa mindegyik bastya mezeje mas-mas szind. Valasszuk kiilon a kétféle kdvetelményt: szamlaljuk elGszor Ossze,
hanyféleképpen helyezhetiink el n bastyat gy, hogy ne i{ithessék egymast, azutan vizsgaljuk meg, hany olyan lehet az
elhelyezések koziil, amelyik nem tesz eleget a mezGk szinére tett kovetelménynek.

Kezdjiik a bastyak elhelyezését az els6 sorral, ide n-féleképpen tehetjik le az els§ bastyat. Mind az n kezdést
(n — 1)-féleképpen folytathatjuk, mivel a masodik sorba — a mar letett bastya oszlopéat kivéve — barmelyik mezére
tehetjiik a kovetkezs bastyat. Az elsé két sorba tehat n- (n — 1)-féleképpen helyezhetiink bastyat tgy, hogy ne {ithessék
egymést. Ezutan a harmadik sorban mindig (n — 2) hely &ll rendelkezésre a harmadik bastya szamara, és igy tovabb.
Az els6 (n — 2) bastya megfelel6 elhelyezése utan az (n — 1)-edik sorban még két hely all rendelkezésre az utolso el6tti
bastya elhelyezésére, és ha ezt is letettiik az egyikre, ezzel az utols6 bastya helye is mar meg van hatarozva. Az n
bastyat tehat]

n-(n—1)-n—-2)-...-2=nl

elrendezésben helyezhetjiik az n x n-es sakktablara gy, hogy semelyik kettd ne iithesse egymast.

Ha marmost egy ilyen elhelyezésben két bastya azonos szind mez6n all, akkor az elhelyezés megsérti a szinezésre
vonatkozo kivanalmat, barhogy helyezkedjék is el a tobbi bastya. A tovabbi (n — 2) bastyat (n — 2)!-féleképpen
helyezhetjiik el. Mivel n?/2 szin mindegyikével két-két mez6t szineztiink ki, és ezeknek a mezéparoknak barmelyikén
allhat a kivanalmat megsért6 két bastya, ezzel mar elrontva a béstyaelhelyezést, igy legfeljebb

n2

—9o).
(-2 7
bastyaelhelyezés nem felel meg a szinezési feltételnek az n! koziil. A mindkét kovetelményt kielégité bastyaelhelyezések
szama tehat nem kevesebb, mint

2

n!—(n—2)!-%=(n—2)!- [n(n—l)—%] z("%)!"-(n—z).

Ez pozitiv egész szam minden 2-nél nagyobb paros n-re, és ezekre mindig van a feltételeket kielégité bastyaelhelyezés,
amint azt a feladat allitotta.

Hozzatessziik, hogy n = 2-re a feladat allitdsa nem igaz, amint azt a 2 X 2-es tablanak a 4. dbra szerinti szinezése
mutatja. (Lasd 56. oldal).

Megjegyzések. 1. A tovabbiakban kényelmes lesz felhasznalni a kovetkezs észrevételt. A feladat szempontjabol
lényegtelen a sorok és az oszlopok sorrendje, mert ha van egy bastyaelhelyezés és két sort vagy két oszlopot felcseréliink
a benniik elhelyezett bastyakat veliikk mozgatva, akkor a keletkezett 0j bastya-elhelyezésben két babu akkor és csak
akkor iitheti egymast, ha az eredeti elhelyezésben is lithették egymast; tovabba nem valtozik az sem, hogy milyen szind
mezén alltak az egyes bastyak.

2. A problémaét kiterjeszthetjiik paratlan n-ekre agy, hogy (n2 —1)/2 szin mindegyikével 2-2 mez6t szineziink ki és
a fennmarado6 mezének vagy egy tovabbi szint adunk, vagy megtiltjuk, hogy arra bastya keriiljon.

Az els§ esetben a fenti médon szdmolva azt kapjuk, hogy a mindkét kovetelményt kielégité bastyaelhelyezések

szama nem kevesebb, mint
n?—1 n—1

5 = (n—1)!- )

Ez minden 1-nél nagyobb paratlan szamra pozitiv egész, n = l-re pedig magatol értet6dé modon igaz a feladat
allitasa. Az elsd értelmezés mellett tehdt minden pdratlan n szamra elhelyezhetd n bdstya az n x n-es sakktablan gy,
hogy kilonbézd szind mezdkdn dlljanak, és semelyik kettd ne tthesse egymdst.

Ha pedig egy mez6 tiltott a bastyak szamara, akkor kezdjiik ennek a sordban a bastyéak elhelyezését. Ezt (n — 1)-
féleképpen tehetjiik meg. A kovetkezs sorba ismét (n — 1)-féleképpen helyezhetiink bastyat, mert itt csupan az elsd
bastyaval nem keriilhet egy oszlopba az tjabb bastya. Tovabb mindig eggyel csokken az tjabb bastya szaméara szoba
jovs mezdk szama, igy ha az n x n-es sakktablan van egy tilos mez6, akkor (n — 1)!- (n — 1)-féleképpen helyezhetiink
el ugy bastyakat, hogy ne legyenek koztiik itS helyzetben levok. A szinezési feltételt nem kielégits elhelyezések szama
most sem nagyobb, mint

nl—(n—2)!-

n?—1
7
igy a mindkeét kovetelménynek megfelel§ elhelyezések szama legalabb

(n—2)!-

n?—1 n—3

m=1)-(n=1)—(n-2)!- 5 =(n-1)!- 5

*Ezt a szamot ,n faktorialisnak” nevezik, és — mint azt hasznaltuk is — igy jeldlik: n! Lényegében azt lattuk be, hogy n kiilénbdz6 dolgot
ennyiféleképpen lehet egyméas utan rakni.



Ha tehat n > 3, akkor a méasodik értelmezés mellett is van megfelel bastyaelhelyezés. Az eddigiek azonban még nem
zarjak ki, hogy a 3 x 3-as sakktablan is legyen, hiszen csak als6 becslést nyertiink a megfelels elhelyezések szamara.

3. Vizsgéljunk meg egy 3 x 3-as sakktablat egy tilos mezével. (Az 1. megjegyzés szerint feltehetjiik, hogy ez a bal
also sarok). Ezt ugy akarjuk kiszinezni, hogy ne lehessen rajta 3 bastyat a kivant médon elhelyezni. Jeloljiik a sorokat
szamokkal, az oszlopokat bettikkel, ahogyan a sakkban szokas, a szineket pedig kisbettikkel. Legyen a C1 mez6 szine k.
Ide csak akkor nem tehetiink bastyat, ha az A2, B3 és A3, B2 mez6parok vagy egyezd sziniiek, vagy az egyik par egyezd
szind, a mésikban pedig szerepel a k szin. Mindenképpen feltehetjiik, hogy A2 és B3 egyezs, mondjuk [ szint, mert
ha nem igy volna, akkor a 2-es és 3-as sor felcserélésével ezt elérhetjiik. Az A2, B1, C3 mezdkre akkor nem tehetjiik
a 3 bastyat, ha az utobbi kettd egyezd m szind. Az A3, B1, C2 ezutan csak akkor nem megfelel§ bastyaelhelyezés, ha
az els6 és harmadik mez6 egyezs n szint, végiil a még lehetséges A3, B2, C1 elhelyezés sem megfelels, mivel B2 eleve
maér csak k szind lehet.

e 4. dbra
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5. dbra

Azt talaltuk tehat, hogy ha pdratlan n-re eqy n x n-es sakktdbla eqy mezejét elhagyjuk, a tobbit kiszinezzik gy, hogy
manden szinnel két mezd legyen kiszinezve, akkor n > 3-ra tovabbra is elhelyezhetd n bastya a kivant modon, n = 3-ra
azonban nem feltétlenil. A fenti gondolatmenet azt is adta, hogy csak az 5a abra szinezése mellett nem lehetséges az
elhelyezés, valamint az ebbdl a fels6 két sor megceserélésével keletkezéneél (5b dbra). Az utébbi azonban nem lényegesen
kiilénbo6z8, a jobbra emelkeds atlora torténd tiikrozéssel és a szinek alkalmas atkeresztelésével keletkezik az 5a abra
szinezésébdl.

Figyeljiik meg a tovabbiak érdekében azt is, hogy ennek a ,rossz” elhelyezésnek minden 2 x 2-es résztablajaban
legalabb az egyik atld mez6i kiilonb6z6 szintek.

4. Tardos Gabor észrevette, hogy n novekedésével a tiltott mezGk szamat is novelhetjiik. Pontosabban, ha n > 3 és
az n X n-es sakktabldbol n/2-nél kevesebb mezdt elhagyunk, a t6bbit pedig kiszinezzik gy, hogy egy szinnel legfeljebb két
mezd legyen szinezve, akkor is elhelyezhetd n bastya gy, hogy semelyik kettd ne ithesse egymdst és csupa kilonbozd
szind mezdén dlljanak. Paros n esetén tehat (n — 2)/2 mez6t hagyhatunk el, paratlan n esetén (n — 1)/2-t.

Ennek belatasara gondoljuk meg, hogy egy kizart mez6 (n — 1)! bastyaelhelyezést hitsit meg, tehat ha ¢ tilos mez6

1
van, ez legfeljebb ¢ - (n — 1)! elhelyezést zar ki. A megmaradé mez6kbsH 5(112 — t)] egyszind par alkothato és ezek

legfeljebb ugyanennyiszer (n — 2)! bastyaelhelyezést zarhatnak ki. A megfelels bastyaelhelyezések szama tehat legalabb
1
(n—2)! {(n —1)(n—t)— [5(712 - t)] } =
2 L 1
=(n-2)!<n —nt—n—|—t—§(n —n)— g(n—t) =
1 1
=n-2)!<-nn—-2t—1)4+t—|=(n—1t)] ¢.
2 2
A kozépso kifejezést gy kaptuk, hogy alkalmaztuk a kdvetkezd konnyen belathatod osszefiiggést: ha u egész szdm, akkor

[u+v] = u+v],

1
éspedig u = 5(112 —n)-re. (Ez a kifejezés nyilvanvaloan egész szam).

*|t]-vel, mint szokasos, a legnagyobb egész szamot jeloljiik, amelyik még nem nagyobb t-nél, a t Ggynevezett egész részét.



Ha az utolso alakba t helyébe (n — 2)/2-t tesziink péaros n esetén, illetSleg (n — 1)/2-t paratlan n esetén, akkor
(n — 2)! szorzojara a kovetkezSk adodnak:

n—1- {"”], m, ol ["H]

4 2 4

Ha n 3-nal nagyobb egész szam, akkor a megfeleld kifejezés pozitiv. Ezzel az allitast bebizonyitottuk.

A nyert eredmény azt adja tobbek kozt, hogy 4 x 4-es sakktéblara egy tiltott mezs esetén is elhelyezhets 4 bastya a
kivant médon, 5 x 5-0s tablara pedig 2 tiltott mez6 esetén is 5 bastya. Megmutathato, hogy ennél tobb is igaz: 4 x 4-es
sakktabla esetén tetszés szerinti 2 mez6re megtilthatjuk bastya helyezését, 5 x 5-0s tabla esetén pedig mar 5 mezére,
amik nincsenek egy sorban vagy egy oszlopban, akkor is lehetséges a bastyak kivant médon térténé elhelyezése.

Az 1. megoldas meggyszott arrol, hogy létezik a kovetelményeknek megfelel bastyaelhelyezés, sok is, anélkiil, hogy
eljarast adott volna ilyen elhelyezés megkeresésére. A kovetkezs megoldasban egy ilyen eljaras megadésaval bizonyitjuk
az allitas igaz voltat.

II. megoldas. A kovetkezs, a feladaténal valamivel altaldnosabb allitast fogjuk bebizonyitani: Ha n egy 3-ndl
nagyobb egész szam, €s eqy n X n-es sakktablan egy mezdt tiltottnak nyilvanitunk, a tébbit kiszinezzik ugy, hogy legfeljebb
2 mezd lehet egyezd szinnel festve, akkor elhelyezhetd a tdbldn a bdstya gy, hogy semelyik 2 ne tthesse egymdst €s
csupa kilonbézd szind mezdn dlljanak.

Helyezziik az els6 bastyat a tiltott mezd sordnak barmelyik megengedett mezejére. Ekkor a tobbi bastya a tobbi
sorokban helyezendd el igy, hogy a mar letett bastyaétol kiilonboz6 oszlopban &alljon, és amennyiben van még egy, a
lehelyezett bastyaéval egyezd szint mezd a tabla még megengedett részén, arra sem keriilhet bastya. Az (n — 1) bastya
szamara megengedett mez6k tehat egy (n — 1) x (n — 1)-es résztablat adnak, esetleg egy tiltott mez6vel. Ha ilyen
nem adédik, akkor dnkényesen nyilvanitsunk tiltottnak egy mezét, ezzel visszavezettiik a feladatot az eredetire, csak
n helyett (n — 1)-gyel. Az eljarast ismételjiik addig, amig vissza nem jutunk egy 4 x 4-es tablahoz egy tiltott mez&vel,
legyen ez Al.

Ketté valasztjuk a lehetGségeket. ElGszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor az A oszlopban vagy az 1-es sorban van
olyan mez6, amelyikkel egyez6 szinii talalhato a jobb fels§ 3 x 3-as résztéablan. Legyen pl. B1 és D2 szine k. (L. 6.
abra). Ekkor A2 szine egy tjabb [ szin. A jobb fels§ 2 x 2-es résztablanak az egyik atlojaban esetleg fellép a méasik
l szind mez6, de az egyik atlonak egyszintinek kell lennie. Mondjuk C4 és D3 m szint. A4 és C2 egyez6 n szind kell
hogy legyen, mert csak igy nem ad megfelel6 bastyaelhelyezést B1, C3-mal, amelyekkel egyezd szinti mezéket mar
ismerjiik. Hasonloan, egyezd p sziniinek kell lennie B3-nak és Cl-nek, mert kiilonben A4, D2-vel ad egy megfelels
bastyaelhelyezést. A2, B3, C4 ezutan D1-gyel méar csak akkor nem megfelels 4 bastya elhelyezésére, ha az utolsé mezd
I szinti. Ekkor azonban B4 egy tjabb szinnel van szinezve, és igy A2, B4, C1, D3 alkalmas a 4 bastya elhelyezésére (6.
abra).
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6. dbra

Azt az esetet kell még megvizsgalnunk, ha minden A oszlopbeli mezével egyszini — ha van ilyen egyéltalén — az
1-es sorban van és viszont. Ilyen parnak nyilvinvaléan kell lennie. Legyen A2 és B1 k szind. B3 és C4 egyezd [ szin,
mert A2, D1-gyel csak igy nem adnak megfelel§ bastyaelhelyezést, miutan egyikiik sem lehet D1-gyel egyezs szint.
Hasonléan C2, D3 egyez8 m szind kell hogy legyen. A4, B3, C2, D1 csak akkor nem megfelels, ha az elsd és utolso
mez6, egyezd n szintd, A4, B1, C3, D2 pedig csak akkor, ha az utolsé kettd egyezd p szind. Ekkor azonban A2, B4, C3,
D1 megfelels bastyaelhelyezést ad, mert B4 szine kiilonbozik az eddig emlitett mez6k szinétsl. Ezzel belattuk, hogy
n = 4-re megoldhato feladtunk és ezzel a megoldast befejeztiik (7. abra).
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7. dbra

Megjegyzés. A fenti gondolatmenet alkalmazasaval lényegesen tovabb lehet menni a kizarhatd mezsk kérdésében,
mint amennyi az [. megoldas gondolatmenetével elérhets volt. Bebizonyitjuk, hogy ha n legaldbb 5, akkor a II. megoldds
dllitasa még akkor is érvényes marad, ha elére kijelolt n — 3 mezdre nem szabad bdstydt helyezni.

A TI. megoldas méasodik részében bebizonyitottuk az allitas igaz voltat n = 4-re. Ha n > 4, akkor egy bastya
elhelyezésével legalabb 2 tiltott mez6t zarhatunk ki a tovabbiakbél. Ha van legaldbb 2 tiltott mez& egy sorban vagy
egy oszlopban, akkor ezek soraba, ill. oszlopaba helyeziink egy bastyat, ha pedig ilyen nem fordul els, akkor egy tiltott
mez6 sordnak és egy maésik oszlopanak a kozos mezejére. Az elhelyezett bastya mezejével egyszini mezd viszont a
tovabbiak szempontjabol tiltott mezévé valik. Igy egy bastya elhelyezésével a problémat egy 1-gyel rovidebb oldala
tabla esetére vezettiik vissza, amelyen legalabb 1-gyel kevesebb a tiltott mez6k szama.

Az eljarast n — 4-szer ismételve egy 4 x 4-es résztablahoz jutunk, amelyen legfeljebb 1 tiltott mezd van, tehat
elhelyezhets rajta 4 bastya a kivant modon. Ezzel belattuk allitasunkat.

A kizarhaté mez8k szama ezen tul is névelhets. Erre mas alkalommal szandékszom visszatérni.



