Megoldas. Miel6tt a tulajdonképpeni megoldasra térnénk, megjegyezziik, hogy a feladat szdvege nem zarja ki,
hogy a pontok koziil tobb, akir mind az 5 egy egyenesre essék, s6t a bizonyitandé egyenlGtlenség még akkor is érvényes,
ha t6bb pont egybeesik. Ha egy K és L pont egybeesik, akkor a KL (zart) szakaszon a K (= L) pontot értjiik, a hossza
pedig 0. A haromszog-egyenlStlenség tovabbra is érvényes a kovetkezs alakban: a tetszés szerinti K, L, M pontokra

KL+ KM > LM,

és itt abban az esetben érvényes az egyenldség jele, ha K az LM szakasz pontja.
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1. dbra

A feladatra térve, annak allitdsat az emlitett legaltalanosabb értelmezés mellett bizonyitjuk. Két esetet kiilonboz-
tetiink meg. Az els6, ha a P, @, R pontok kozott van kettd, mondjuk P és @, amelyekre az AQ és BP szakaszoknak
van egy M kozos pontja (1. abra.) Ez mas szoval azt jelenti, hogy ABQP konvex négyszog, amely egyenes szakassza
is fajulhat, ha a négy pont egy egyenesen van, vagy héromszoggé, ha harom pont egy egyenesen van; esetleg két
szomszédos csics egybeesik. Ilyenkor M AB-re és M PQ-ra alkalmazva a haromszog-egyenlGtlenséget

MA+ MB > AB, MP +MQ > PQ.

Itt
MA+ MQ = AQ, MB + MP = BP,

igy a két egyenl6tlenség megfelel6 oldalait 6sszeadva azt nyerjiik, hogy
AQ + BP > AB + PQ.
Barhol fekszik is az R pont, APR-re és BQR-re alkalmazva a hiromszogegyenlGtlenséget
AP+ AR >PR, BQ+BR>QR.

Az utolsé harom egyenlGtlenség megfelel oldalait 6sszeadva a bizonyitandd Gsszefiiggést kapjuk.

Az olyan eseteket kell még megvizsgalnunk, amelyekben barmely kett6t jelenti is U és V a P, @, R pontok koziil,
AU-nak és BV-nek nincs kozos pontja. Ez esetben mind az 5 pont kiilonb6zs, és sem PQ, sem QR, sem PR nem
parhuzamos AB-vel. Ha ugyanis A és B, vagy A és P, vagy B és Q, vagy P és @ egybeesnék, vagy ha PQ és AB egy
iranyban parhuzamos volna, akkor AQ-nak és BP-nek volna kozos pontja, az elsG négy esetben éppen az egybeess
pontpér.

A P, Q, R pontok koziil legalabb ketté az AB egyenesnek ugyanarra a partjira vagy az egyenesre esik. Jeloljik
ezek koziil a tavolabbit, illetSleg a legtavolabbit P-vel, a mésikat (Q-val, ha pedig R is erre az oldalra esik, az legyen az
AB egyeneshez legkozelebbi. Ekkor a PQ egyenes bels6 pontban metszi az AB szakaszt, mert kiilonben ABPQ vagy
ABQP konvex négyszog volna, s igy atléinak volna k6z6s pontja.



2. dbra

Ha P, @, R nincs egy egyenesen, feltehetjiik, hogy a PQ egyenes elvalasztja A-t és R-et (2. dbra). Ekkor az APR
haromszog tartalmazza (belsejében vagy a hatardn) Q-t. AR és P() metszéspontjat jeloljik S-sel. Alkalmazzuk a
haromszog-egyenlGtlenséget az APS haromszogre (ez nem elfajulo, mert A nincs a PS egyenesen), és SQR-re:

AP+ AS>PS, SQ+SR>QR.

Itt
AS+SR=AR, PS=PQ+5Q.

A két egyenlStlenség megfelels oldalait dsszeadva, figyelembe véve a két egyenlGséget ¢s mindkét oldalrol elhagyva a
@S tavolsagot, azt kapjuk, hogy S
AP+ AR > PQ + QR.

(Mivel az egyik esetben nem &llhat fenn egyenlGség, igy az Gsszeadassal keletkezett egyenlGtlenségben sem.)
Alkalmazzuk a haromszog-egyenlGtlenséget QAB-re és BP R-re:

QA+Q@B>AB, BP+BR>PR.

Az utols6 harom egyenlStlenség megfelel§ oldalait Gsszeadva ebben az esetben is a bizonyitandé egyenlGtlenséget
kapjuk. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas sordn a haromszog-egyenlStlenség kovetkezs két kovetkezményét bizonyitottuk be és
hasznaltuk fel:

a) Konvex négyszog atloi hosszdanak az dsszege nagyobb, mint két szemkézti oldal hosszdnak az dsszege.

b) Ha az ABC hdromszog tartalmazza a D pontot, de D kilonbozik A-tol, akkor

AB+ AC > DB+ DC.

Mindkét allitas igaz elfajulo sokszogekre is, ha ,nagyobb” helyett ,nagyobb vagy egyenl6t” mondunk. Az elsé allitasban,
ha két szomszédos csics egybeesik, akkor az ebbdl a pontbdél a masik két pontba vezetd szakaszok szemben fekvs
oldalaknak szamitanak, de egyben ezek a négyszog atloi is. Igy ha ezt a két szemben fekvs oldalt vessziik, akkor
egyenldség all fenn. (Ha a masik két szemben fekvé oldalt tekintjiik, azok koziil az egyik 0 hosszisagu, s igy a haromszog-
egyenl6tlenséget kapjuk.) A bizonyitast elemezve lathatjuk, hogy még egy esetben 4ll fenn egyenlGség: ha a négy pont
egy egyenesen van, a szemkozti oldalparnak tekintett két szakasz egyiranyu és van kozos pontjuk.

Mindkét alakzat a méasodik allitas elfajuld esetének is tekinthetd: az el6bbi annak a font kizart esetnek, ha D
egybeesik A-val, a masodik pedig annak, amikor a haromszog csicsai egy egyenesen vannak, tovabba A és D a BC
szakasz pontjai. A bizonyitast elemezve lathato, hogy csak ezekben az esetekben allhat fenn egyenlGség.

2. Nézziik meg, a feladat allitdsaban mikor allhat fenn egyenlGség. Lattuk, hogy a bizonyitas mésodik részében ez
nem kovetkezhet be, mert az elsd rész-egyenlStlenségben nem allhat fenn egyenlGség.

A bizonyitas elss részében a négyszogre vonatkoz6 egyenlétlenségben akkor all fenn egyenlGség, ha A és P egybeesik
(ett6]l nem lényegesen kiilonb6z6 eset, ha B és @) esik egybe) vagy ha AB és PQ egy egyenesnek két egyiranyt szakasza,
amelyeknek van k6zos pontjuk (a 0 hosszusagu szakaszt minden szakasszal parhuzamosnak és egyirdnyunak tekintjiik).
A tovabbi két egyenlGtlenségben akkor lesz az egyenlGség jele érvényes, ha A a PR szakasznak, B pedig a Q) R szakasznak
pontja.



Ha A és P egybeesik, akkor az utolsé el6tti kovetelmény R helyzetétdl fiiggetleniil teljesiil, igy akkor lesz a feladat
allitdsaban az egyenlség jele érvényes, ha R a QB szakasz B-n tali meghosszabbitasan van. Egyik lehetGségnek azt
kaptuk tehat, hogy A és B egyike a PQ R haromszog egyik cstucsaval esik egybe, a masik pedig a szemkozti oldalszakasz
pontja.
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3. dbra

Ha A, B, P és @Q egy egyenesen van, akkor az utolso két kovetelmény akkor és csak akkor teljesiil, ha R is ezen az
egyenesen van, tovabba A és B a mésik harom pont kozti két, kdzos belsd pont nélkiili szakasz egyikének, ill. masikanak
pontja (3. abra).

3. Altalanosan igaz, hogy ha Ay, As, ..., A, és By, Ba, ..., B, egy sik pontjai, akkor az A-k kozti szakaszok és a
B-k kozti szakaszok hosszanak 0sszege nem nagyobb, mint az &sszes A; B; tavolsagok Osszege. n = 1-re a haromszog-
egyenl6tlenséget kapjuk; az n = 2 eset bizonyitésa volt a kitlizott feladat. Nagyobb n értékek esetére egy hasonld
jellegt bizonyitasi kisérlet attekinthetetlenné valnék. A gémb mar tobb lehetdséget kindl a ré vonatkozd megfelel
allitds bizonyitasira. Ez utdn a sugdr minden hataron tuli novelésével lathatd be, hogy az Allitdsnak a sikban is
igaznak kell lennie. Ennek a részleteibe azonban nem bocsatkozunk bele.



