
3. feladat. Adott teniszversenyz®k két soportja: az egyik 1000, a másik 1001 versenyz®b®l áll. Mindegyik soporton

belül ismerjük a versenyz®k er®sorrendjét. Adjunk meg olyan eljárást, amelynek segítségével 11 mérk®zés lejátszása után

megállapítható, ki a 2001 játékos közül a középs® (tehát az 1001-edik). (Feltesszük, hogy a játékosok mind különböz®

er®sség¶ek, és az er®sebb játékos mindig legy®zi a gyengébbet.)

A teniszez®k soportjait nagybet¶kkel fogjuk jelölni, az egyes versenyz®ket a megfelel® kisbet¶vel, indexként mel-

léírva, hogy a leger®sebbt®l kezdve hányadik er®sségben a saját soportján belül.

I. megoldás. A játszmákat úgy kell választanunk, hogy eredményük alapján minél er®sebben sz¶kíthessük azoknak

a körét, akik közt az összesített sorrendben 1001-edik teniszez® lehet. Ha egyA és egyB soport összesített sorrendjében

a k-adik versenyz®t keressük, akkor egy kés®bb alkalmasan választandó i értékkel ai-t és bk−i-t küldjük pályára. Ekkor

a gy®ztesnél sak azok lehetnek jobbak, akik ai-nél is, bk−i-nél is jobbak (8. ábra), a vesztesnél pedig még a gy®ztes

is, tehát eggyel több teniszez®.

8. ábra

A gy®ztesnél tehát legfeljebb (i− 1) + (k − i− 1) = k − 2 er®sebb versenyz® lehet. Így ® a (k − 1)-edik vagy annál

er®sebb az összesített sorrendben. A k-adik helyre tehát nem jön szóba, a nála er®sebbek természetesen szintén nem.

A vesztesnél legalább eggyel több versenyz® er®sebb, tehát legalább k − 1. Így ® még esetleg lehet k-adik, de a nála

gyengébbek már nem. A 9. ábrán a nyíl a gy®ztest®l mutat a vesztesre. A zárójelbe tett versenyz®k nem lehetnek már

k-adikak.

9. ábra

Ha az A sapatban 2n + 1 versenyz® van, a B-ben 2n, tehát az összsorrendben 2n + 1-edik versenyz®t keressük.

Válasszuk i-t n + 1-nek, tehát küzdjön meg an+1 és bn. Ha an+1 az er®sebb, akkor a 2n + 1-edik versenyz® an+2,

. . ., a2n+1 és b1, . . ., bn közül kerül ki, és ezeket állítva sorrendbe, köztük ®t az n-edik helyen találjuk, hiszen a1, . . .,
an+1-et azért hagyhatjuk �gyelmen kívül, mert biztosan er®sebbek a 2n+ 1-edik versenyz®nél.

Ha viszont bn er®sebb an+1-nél, akkor a középs® versenyz® a1, . . ., an+1 és bn+1, . . ., b2n közül kerül ki, tehát egy

n+1 és egy n f®s soport teniszez®i közül, és köztük ® az n+1-edik, azaz középs®, hiszen n olyan teniszez®t hagytunk

�gyelmen kívül, akik biztosan er®sebbek nála.

Az els® esetben 2 versenyz® tekinthet® középs®nek, közülük az er®sebbet kell keresnünk.

Ha A-ban 2n versenyz® van, B-ben 2n− 1, és az összesített sorrendben a 2n-ediket keressük, akkor an és bn mérje

össze erejét. Aszerint, hogy an vagy bn gy®z-e, an+1, . . ., a2n és b1, . . ., bn közül, vagy pedig a1, . . ., an és bn+1, . . .,
b2n−1 közül kell keresnünk az n-ediket, tehát két n tagú soportból az er®sebb középs®t, vagy egy n és egy n− 1 tagú

soportból a középs®t.

Meg kell vizsgálnunk két egyenl® létszámú soport esetét is, mert láttuk, ilyenre is vezethet eljárásunk. Ilyen

esetekben idáig a két középen lev® versenyz® közül az er®sebbet kellett keresni.

Ha A is, B is 2n tagú és a 2n-edik versenyz®t keressük, akkor an és bn sapjon össze. Az A és B soport szerepe

most teljesen szimmetrikus, elég tehát azt az esetet vizsgálni, ha an gy®z. Ekkor an+1, . . ., a2n és b1, . . ., bn közül kell

az n-ediket keresnünk, tehát két egyenl® soport egyesített listáján az er®sebbik középs®t.

Ha végül A is, B is 2n+ 1 versenyz®b®l áll, és az összesítésben 2n+ 1-edik versenyz®t keressük, akkor kézenfekv®,

hogy eddigi formulánktól kissé eltérve a két középs®t: an+1-et és bn+1-et küldjük pályára. Ismét elég azt az esetet

vizsgálni, ha an+1 gy®z (10. ábra).
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10. ábra

Ekkor n soporttársa gyengébb nála, B-b®l pedig legalább n+ 1-en, tehát az er®listán 2n+1-edik még lehet, de az

®t megel®z® soporttársai már megel®zik a 2n+ 1-edik versenyz®t. bn+1-nél n soporttársa er®sebb és A-ból legalább
n + 1 teniszez®, tehát ® legalább 2n + 2-edik, a nála gyengébb soporttársai pedig még hátrább vannak. Így an+1,

. . ., a2n+1 és b1, . . ., bn közül kell még kiválasztani az n+ 1-ediket, vagyis egy n+ 1-es és egy n-es soportból ismét a

középs®t.

Minden esetben azt kaptuk tehát, hogy a versenyz®k összlétszáma egy�egy lépésben megfelez®dik, vagy ha páratlan

volt, a rosszabbik esetben féllel több lesz a felénél. Eszerint 2001 versenyz® esetén eljárásunk mellett az egyes játszmák

eredménye a legrosszabb esetben a következ®képpen alakulhat:

Legkés®bb a 11-edik lépés után tehát kiderül, ki a középs®. Ezzel igazoltuk a feladat állítását.

Megjegyzések. 1. Minden lépés után felírva a két soport lehetséges alakulását, a következ® táblázatot kapjuk:

Eszerint eljárásunk a legszerensésebb esetben is sak 10 lépésben vezet élhoz.

2. A 11-es szám optimális abban az értelemben, hogy nem lehetséges olyan algoritmus, amelyik 10 lépésben

megtalálja a középs® versenyz®t, bárki legyen is az. Ez azért van így, mert van 2001 versenyz®, akik közül bárki lehet a

középs®. Másrészt viszont sak egy a és egy b-beli játékost van értelme játszatni egymással, mert egy soportbelieknél

tudjuk már a játszmák kimenetelét. Egy�egy játszmában vagy az A-beli vagy a B-beli játékos gy®z, tehát kétféle

kimenetel lehetséges. A 10 játszmának együtt eszerint 210 = 1024 különböz® kimenetele lehet. Semmilyen algoritmus

esetén sem kaphatunk 10 mérk®zésb®l 2001 különböz® választ.

3. Váratlannak látszik, hogy a két páratlan soport esetében változtatni kellett a stratégián. Akkor lesz ai, a k-adik,
ha bk−i-t®l (ha k > i) kikap, de bk−i+1-et (ha B-ben van legalább k − i + 1 játékos) már megveri. A fenti eljárásban

a két itt említett játszmából mindig az el®bbi típusút játszattuk le, a mondott esetben azonban az utóbbi típusú volt

a élszer¶. Érdekes megjegyezni, hogy a két típusú játszma minden esetben egymásba megy át, ha ahelyett, hogy a

leger®sebbt®l kiindulva rangsorolnánk a versenyz®ket, a leggyengébbt®l sorszámoznánk, és �gyengébb�-et és �er®sebb�-

et mindenütt felserélnénk, kivéve egyedül azt az esetet, amikor két egyenl® páratlan létszámú soportnál keressük a

középs®k közül akár az er®sebbet, akár a gyengébbet.

4. Sok versenyz® a szimmetria kedvéért úgy hagyott el mindig versenyz®ket, hogy páratlan számú versenyz®

maradjon vissza, és azok közül ismét a középs®t kelljen keresni. A leírt eljárástól tehát annyiban tért el, hogy amikor

két különböz® létszámú soportból elég volt sak két egyenl® létszámú részt megtartani, akkor még az éppen lejátszott

mérk®zés gy®ztesét is visszatartotta. Ilyen módon 2n + 1 és 2n versenyz®b®l mindig n + 1 és n marad vissza, 2n és

2n−1-b®l viszont a kedvez®tlenebb esetben két n-es soport helyett szintén n+1 és n, összlétszámban tehát 4n−1-b®l
is, 4n+ 1-b®l is 2n+ 1. Az egyes mérk®zések után eszerint így alakulna az összlétszám:
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Itt egy 1-es és egy 2-es soport maradt. Ha az egyedül lev® gy®z az er®sebb partner ellen, akkor a vesztes a középs®,

de ha nyer, akkor még a gyöngébbel is meg kell mérk®znie. (A gy®ztes bennhagyása összesen 3 játékos esetén nem

vezetne sökkenéshez, így el kell térni az általános el®írástól.) Az ötödik lépésben nem lépünk át 2 egy hatványán, és

emiatt lehet szükség egy 12-ik játszmára is.

Itt 1 tényleges versenyz® fölösleges bennhagyása már elrontotta az algoritmust, viszont ha ügyesebben sináljuk,

sok �kitalált� játékost is hozzávehetünk a meglev®khöz, és ezzel nem rontjuk, sak egyszer¶sítjük a helyzetet. Erre a

gondolatra többen is rájöttek, de igazán jól sak Tardos Gábor használta ki.

II. megoldás. Helyezzünk az 1001-es A soport elejére 23 képzelt játékost, akikr®l tudjuk, hogy minden valódi

játékosnál er®sebb matadorok, és egymás közti sorrendjük is ismert, az 1000-es B-soport végére pedig 24 dilettánst,

aki minden valódi játékosnál és a 23 matadornál gyengébb, és egymás közti sorrendjük is adott. (A kitalált emberek

esetleges játszmáit tehát nem kell ténylegesen lejátszani, azok kimenetelét el®re tudjuk.) A 23 matadort is beleszámítva,

ebben a helyzetben az összesített sorrend 1024-edik emberét kell megkeresnünk.

Vizsgáljuk általánosan azt a kérdést, hogy két 2L létszámú sapatból, amelyekben külön�külön ismerjük az er®vi-

szonyokat, hogyan választhatjuk ki, hogy ki van az összesített lista 2L-edik helyén. Kényelmesebb lesz most a leggyen-

gébbt®l kezdve sorszámozni rangsorban az egyes sapatok tagjait, a leggyengébbnek adva az 1-es számot.

Olyan helyzeteket fogunk létrehozni, amelyekben valamilyen n-re an jobb, mint b2L−n és an−2k gyengébb, mint

b2L−n+2k . (L ≥ k ≥ 0). Egy ilyen helyzetben mérk®zzék meg an−2k−1 és b2L−n+2k−1 . Ha az el®bbi nyer, akkor legyen

n′ = n − 2k−1
, ha az utóbbi, akkor n′ = n. Ekkor világos, hogy a kiindulási helyzetet kaptuk vissza n és k helyett

n′
-vel és k − 1-gyel.

11. ábra

A kezdeti helyzetet is felfoghatjuk ilyennek, ha sapatunk legelejére odaképzelünk egy a0, ill. b0 versenyz®t, akik

minden eddigi teniszez®nél rosszabbak. Ekkor n = k = 2L-lel fennáll, hogy a2L er®sebb b0 = b2L−2L-nél és a2L−2L = a0
gyengébb b2L−2L+2L = b2L-nél. (Ehhez nins szükség tényleges játékra.) Ebb®l a helyzetb®l kiindulva az L-edik lépés

után ott fogunk tartani, hogy valamilyen n-re an jobb, mint b2L−n és an−1 gyengébb, mint b2L−n+1, (11. ábra). Ekkor

utolsó mérk®zésre álljon ki a két gy®ztes: an és b2L−n+1. Mindketten er®sebbek A-ból n−1 játékosnál, B-b®l 2L−n-nél,
összesen 2L − 1-nél. A vesztes az összes többinél gyengébb, így ® a keresett játékos.

A kérdés eldöntéséhez L + 1 játszma elég volt. Esetünkben a (kipótolt) sapatok létszáma 1024 = 210, így 11

lépésben vezet élra eljárásunk. (Vagy kevesebb lépésben, ha közben képzelt emberek játszmájára is sor kerül.)

Megjegyzés. Beláthatjuk, hogy a tárgyalt speiális esetek: egyenl® vagy majdnem egyenl® két soportból a középs®

megkeresése, sak látszólag speiális, az általános visszavezethet® erre. Legyen az A soport m tagú, a B soport

n-tagú és keressük a versenyz®k összesített rangsorában a k-adik versenyz®t (1 ≤ k ≤ m+n). Legyen az elejér®l k-adik
versenyz® a rangsor végét®l számított k′-edik, ekkor k + k′ = m+ n+ 1, (12. ábra) tehát a kisebbikük � vagy a közös

értékük, ha egyenl®k � nem nagyobb, mint (m+ n+ 1)/2. Feltehetjük, hogy k nem nagyobb ennél az értéknél, mert

ellenkez® esetben sak a �gyengébb�, �er®sebb�, valamint a �gy®z�, �veszít� szavakat (és szinonímáikat) kell felserélni,

és ezzel k és k′ is szerepet serél.

12. ábra

Ha k ≤ m ≤ n, akkor sak a1, . . ., ak és b1, . . ., bk jön tekintetbe a k-adik helyre, és így két k f®s sapatból kell

kiválasztani azt, aki az összesített sorrendben a két középs® közül az er®sebb.
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Ha viszont m < k ≤ (m+ n+ 1)/2, akkor

n− k ≥ n−
m+ n+ 1

2
=

n−m+ 1

2
> 0,

tehát k < n. Ekkor k < j ≤ n-re bj nem lehet k-adik, de nem lehet b1, . . ., bk−m−1 sem, mert még ha az A soport

mind az m tagja er®sebb is náluk, akkor sins egyikük sem a k − 1-edik helynél hátrább. A B soportból tehát sak

n− (k −m− 1)− (n− k) = m+ 1

játékost kell �gyelembe venni és közülük a ranglista

k − (k −m− 1) = m+ 1

sorszámú tagját keresni, mert a k-adik versenyz®nél biztosan jobb k−m− 1 versenyz®t �gyelmen kívül hagyhattunk.

Ez esetben tehát egy m és egy m+ 1 létszámú sapatból kell a rangsorban középs®t kikeresni.

A szükséges játszmák számára a II. megoldás eljárása azt adja, hogy ha két egyenl® vagy 1-gyel különböz® létszámú

sapatból kell az összesített ranglistán középs®, ill. a középs®k közül (mondjuk) er®sebb versenyz®t kiválasztani, akkor

ezt L lépésben megtehetjük, ahol L azzal van meghatározva � ha a versenyz®k összlétszámát N -nel jelöljük �, hogy

2L−1 < N ≤ 2L.
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