3. feladat. Adott teniszversenyzok két csoportja: az egyik 1000, a mdsik 1001 versenyzdébdl dll. Mindegyik csoporton
beliil ismerjik a versenyzdk erdsorrendjét. Adjunk meg olyan eljdrdst, amelynek segitségével 11 mérkdzés lejatszdsa utdan
megdllapithatd, ki a 2001 jdtékos kizil a kozépsd (tehdt az 1001-edik). (Feltesszik, hogy a jatékosok mind kilonbozd
erdsségiiek, és az erdsebb jatékos mindig legydzi a gyengébbet.)

A teniszez6k csoportjait nagybetiikkel fogjuk jelolni, az egyes versenyzdket a megfeleld kisbetiivel, indexként mel-
léirva, hogy a legerGsebbtdl kezdve hanyadik erdsségben a sajat csoportjan beliil.

I. megoldas. A jatszmakat ugy kell valasztanunk, hogy eredményiik alapjan minél er6sebben sztikithessiik azoknak
a koret, akik kozt az Gsszesitett sorrendben 1001-edik teniszezs lehet. Ha egy A és egy B csoport Osszesitett sorrendjében
a k-adik versenyz6t keressiik, akkor egy késébb alkalmasan valasztand6 i értékkel a;-t és by_;-t kiildjiik palyara. Ekkor
a gyGztesnél csak azok lehetnek jobbak, akik a;-nél is, by_;-nél is jobbak (8. abra), a vesztesnél pedig még a gySutes
is, tehat eggyel tobb teniszezd.
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8. dbra

A gy6ztesnél tehat legfeljebb (i — 1) 4+ (k —i — 1) = k — 2 erésebb versenyzs lehet. Igy 6 a (k — 1)-edik vagy annal
erGsebb az Osszesitett sorrendben. A k-adik helyre tehat nem jon széba, a néla erésebbek természetesen szintén nem.
A vesztesnél legalabb eggyel tobb versenyzd erdsebb, tehat legalabb k — 1. Igy 6 meég esetleg lehet k-adik, de a nala
gyengébbek mar nem. A 9. dbran a nyil a gy6ztest6l mutat a vesztesre. A zardjelbe tett versenyzsk nem lehetnek mar
k-adikak.
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Ha az A csapatban 2n + 1 versenyz6 van, a B-ben 2n, tehat az Osszsorrendben 2n + 1-edik versenyzGt keressiik.
Valasszuk -t n + 1-nek, tehat kiizdjon meg a,+1 és b,. Ha a,41 az erGsebb, akkor a 2n + 1-edik versenyz& a2,

.., Q2p41 €8 by, ..., b, kozill keriil ki, és ezeket allitva sorrendbe, koztiik 6t az n-edik helyen talaljuk, hiszen a4, ...,
an+1-€t azért hagyhatjuk figyelmen kiviil, mert biztosan erésebbek a 2n + 1-edik versenyzdénél.
Ha viszont b,, er6sebb a,1-nél, akkor a kézépsd versenyzs a, ..., apt1 €S bpy1, - - ., ba, koziil keriil ki, tehat egy

n+1 és egy n f6s csoport teniszezdi koziil, és koztiik 6 az n + 1-edik, azaz kozépss, hiszen n olyan teniszez6t hagytunk
figyelmen kiviil, akik biztosan erGsebbek nala.

Az elsé esetben 2 versenyzd tekinthetG kozépsonek, koziilikk az erésebbet kell keresniink.

Ha A-ban 2n versenyzs van, B-ben 2n — 1, és az Osszesitett sorrendben a 2n-ediket keressiik, akkor a,, és b,, mérje
Ossze erejét. Aszerint, hogy a,, vagy b, gyéz-e, ani1, - .., as, és by, ..., b, kozil, vagy pedig aq, ..., an €8 bypy1, - -,
bapn—1 koziil kell keresniink az n-ediket, tehat két n tagi csoportbol az er6sebb kdzépsét, vagy egy n és egy n — 1 tagt
csoportbol a kozépsst.

Meg kell vizsgalnunk két egyenld létszadmi csoport esetét is, mert lattuk, ilyenre is vezethet eljarasunk. Ilyen
esetekben idaig a két kdzépen levs versenyzd koziil az erésebbet kellett keresni.

Ha A is, B is 2n tagu és a 2n-edik versenyz&t keressiik, akkor a,, és b, csapjon Ossze. Az A és B csoport szerepe
most teljesen szimmetrikus, elég tehat azt az esetet vizsgélni, ha a,, gy6z. Ekkor ay 41, ..., ag, és by, ..., b, koziil kell
az n-ediket keresniink, tehat két egyenl6 csoport egyesitett listajan az erGsebbik kozépsot.

Ha végiil A is, B is 2n + 1 versenyz&bdl all, és az Osszesitésben 2n + 1-edik versenyzot keressiik, akkor kézenfekva,
hogy eddigi formuléanktoél kissé eltérve a két kdzépsét: anyi-et és b,i1-et kiildjik palyara. Ismét elég azt az esetet
vizsgalni, ha a,,4+1 gy6z (10. abra).
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10. abra

Ekkor n csoporttarsa gyengébb néla, B-bdl pedig legalabb n + 1-en, tehat az erélistan 2,,41-edik még lehet, de az
6t megel6z6 csoporttarsai mar megel6zik a 2n + 1-edik versenyzét. by, +1-nél n csoporttarsa erGsebb és A-bol legalabb
n + 1 teniszezs, tehat 6 legalabb 2n + 2-edik, a nala gyengébb csoporttarsai pedig még hatrabb vannak. Igy a1,

., Gan+1 €8 by, ..., by, koziil kell még kivalasztani az n + 1-ediket, vagyis egy n + 1-es és egy n-es csoportbol ismét a
kozépsst.

Minden esetben azt kaptuk tehat, hogy a versenyzsk 6sszlétszama egy—egy 1épésben megfelezgdik, vagy ha paratlan
volt, a rosszabbik esetben féllel tobb lesz a felénél. Eszerint 2001 versenyzd esetén eljarasunk mellett az egyes jatszmék
eredménye a legrosszabb esetben a kovetkezGképpen alakulhat:

O ® @ ® 6 6 0@ W ®
2001—> 1001 =501 —>251 126 >63—>32 >16—>8—>4—>2—>1

Legkés6bb a 11-edik 1épés utan tehat kideriil, ki a kozéps6. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.
Megjegyzések. 1. Minden lépés utan felirva a két csoport lehetséges alakulasat, a kovetkezd tablazatot kapjuk:

500 250 125 63 16 4 2 1 1

8
1001 / 500 /250 /125 62\ 6 /8
1000 N\ s01/ 251/ 126/ 63 6/ 8

500 250 125 63 5 7

Eszerint eljarasunk a legszerencsésebb esetben is csak 10 1épésben vezet célhoz.

2. A 1l-es szam optimélis abban az értelemben, hogy nem lehetséges olyan algoritmus, amelyik 10 lépésben
megtalalja a kozépss versenyzot, barki legyen is az. Ez azért van igy, mert van 2001 versenyzd, akik koziil barki lehet a
kozéps6. Masrészt viszont csak egy a és egy b-beli jatékost van értelme jatszatni egymaéssal, mert egy csoportbelieknél
tudjuk mar a jatszmak kimenetelét. Egy—egy jatszmaban vagy az A-beli vagy a B-beli jatékos gy6z, tehat kétféle
kimenetel lehetséges. A 10 jatszméanak egyiitt eszerint 2'° = 1024 kiilonboz6 kimenetele lehet. Semmilyen algoritmus
esetén sem kaphatunk 10 mérkézésbdl 2001 kiilonb6zs valaszt.

3. Vératlannak latszik, hogy a két paratlan csoport esetében valtoztatni kellett a stratégian. Akkor lesz a;, a k-adik,
ha bg_;-t6l (ha k > i) kikap, de bx—;11-et (ha B-ben van legalabb k — ¢ 4+ 1 jatékos) mar megveri. A fenti eljarasban
a két itt emlitett jatszmabol mindig az el6bbi tipusat jatszattuk le, a mondott esetben azonban az utébbi tipusi volt
a célszert. Erdekes megjegyezni, hogy a két tipusii jatszma minden esetben egymasba megy at, ha ahelyett, hogy a
leger&sebbtdl kiindulva rangsorolnank a versenyzsket, a leggyengébbtdl sorszamoznank, és ,,gyengébb™et és ,.erGsebb’-
et mindeniitt felcserélnénk, kivéve egyediil azt az esetet, amikor két egyenlé paratlan 1étszami csoportnal keressiik a
kozépssk koziil akar az erésebbet, akar a gyengébbet.

4. Sok versenyz$ a szimmetria kedvéért ugy hagyott el mindig versenyzdket, hogy paratlan szamua versenyzs
maradjon vissza, és azok koziil ismét a kozépsot kelljen keresni. A leirt eljarastol tehat annyiban tért el, hogy amikor
két kiilonboz6 1étszami csoportbol elég volt csak két egyenld létszamu részt megtartani, akkor még az éppen lejatszott
mérkézés gyGztesét is visszatartotta. Ilyen modon 2n + 1 és 2n versenyz6bdl mindig n + 1 és n marad vissza, 2n és
2n —1-b6l viszont a kedvezétlenebb esetben két n-es csoport helyett szintén n+1 és n, dsszlétszamban tehat 4n — 1-bél
is, 4n 4 1-bol is 2n + 1. Az egyes mérkdzések utén eszerint igy alakulna az Gsszlétszam:

O o 66 ® 66 6 O ®
2001 > 1001 =501 —> 251 —>127 —65—>33—>17 >9 —>5—>3
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Itt egy 1-es és egy 2-es csoport maradt. Ha az egyediil levs gy6z az erGsebb partner ellen, akkor a vesztes a kozépsd,
de ha nyer, akkor még a gyongébbel is meg kell mérkdznie. (A gyGztes bennhagyasa Osszesen 3 jatékos esetén nem
vezetne csokkenéshez, igy el kell térni az altalanos el6irastol.) Az 6todik lépésben nem lépilink at 2 egy hatvanyan, és
emiatt lehet sziikség egy 12-ik jatszmaéra is.

Itt 1 tényleges versenyz6 folosleges bennhagyasa méar elrontotta az algoritmust, viszont ha iigyesebben csinaljuk,
sok , kitalalt” jatékost is hozzavehetiink a meglev6khoz, és ezzel nem rontjuk, csak egyszertsitjiik a helyzetet. Erre a
gondolatra tébben is rajottek, de igazan jol csak Tardos Gabor hasznalta ki.

II. megoldas. Helyezziink az 1001-es A csoport elejére 23 képzelt jatékost, akikrdl tudjuk, hogy minden valodi
jatékosnal erGsebb matadorok, és egymas kozti sorrendjiik is ismert, az 1000-es B-csoport végére pedig 24 dilettanst,
aki minden valodi jatékosnal és a 23 matadornal gyengébb, és egymas kozti sorrendjiik is adott. (A kitalalt emberek
esetleges jatszmait tehat nem kell ténylegesen lejatszani, azok kimenetelét el6re tudjuk.) A 23 matadort is beleszamitva,
ebben a helyzetben az Gsszesitett sorrend 1024-edik emberét kell megkeresniink.

Vizsgaljuk altalanosan azt a kérdést, hogy két 20 létszamu csapatbol, amelyekben kiilon-kiilon ismerjiik az erévi-
szonyokat, hogyan valaszthatjuk ki, hogy ki van az Gsszesitett lista 2Z-edik helyén. Kényelmesebb lesz most a leggyen-
gébbtdl kezdve sorszamozni rangsorban az egyes csapatok tagjait, a leggyengébbnek adva az 1-es szamot.

Olyan helyzeteket fogunk létrehozni, amelyekben valamilyen n-re a,, jobb, mint bor_,, és a,,_or gyengébb, mint
bor _pior. (L >k > 0). Egy ilyen helyzetben mérkézzék meg a,, ox—1 és bz, 1 or—1. Ha az el6bbi nyer, akkor legyen
n' = n — 2571 ha az utébbi, akkor n’ = n. Ekkor vilagos, hogy a kiindulasi helyzetet kaptuk vissza n és k helyett
n'-vel és k — 1-gyel.

11. dbra

A kezdeti helyzetet is felfoghatjuk ilyennek, ha csapatunk legelejére odaképzeliink egy ag, ill. by versenyzét, akik
minden eddigi teniszez6nél rosszabbak. Ekkor n = k = 2L-lel fennall, hogy asr erdsebb by = bor _o-nél és asr oz = ag
gyengébb bar o1 o1 = bor-nél. (Ehhez nincs sziikség tényleges jatékra.) Ebbdl a helyzetbdl kiindulva az L-edik lépés
utan ott fogunk tartani, hogy valamilyen n-re a,, jobb, mint bor _,, és a,—1 gyengébb, mint byr_,, 1, (11. dbra). Ekkor
utolsé mérkdzésre alljon ki a két gySztes: a,, és bar _,, 1. Mindketten erésebbek A-bol n—1 jatékosnal, B-bsl 2L —n-nel,
osszesen 28 — 1-nél. A vesztes az Osszes t6bbinél gyengébb, igy & a keresett jatékos.

A kérdés eldontéséhez L + 1 jatszma elég volt. Esetiinkben a (kipotolt) csapatok létszama 1024 = 20 igy 11
lépésben vezet célra eljarasunk. (Vagy kevesebb lépésben, ha koézben képzelt emberek jatszmajara is sor keriil.)

Megjegyzés. Belathatjuk, hogy a targyalt specidlis esetek: egyenl6 vagy majdnem egyenls két csoportbol a kozépsé
megkeresése, csak latszolag specidlis, az dltalanos visszavezethets erre. Legyen az A csoport m tagu, a B csoport
n-tagu és keressiik a versenyzsk Osszesitett rangsoraban a k-adik versenyzét (1 < k < m+mn). Legyen az elejérol k-adik
versenyz$ a rangsor végétdl szamitott k'-edik, ekkor k + k' = m +n + 1, (12. abra) tehat a kisebbikiik — vagy a kozos
értékiik, ha egyenl6k — nem nagyobb, mint (m + n + 1)/2. Feltehetjiik, hogy k¥ nem nagyobb ennél az értéknél, mert
ellenkezd esetben csak a ,,gyengébb”, | er&sebb”, valamint a ,,gy6z”, ,,veszit” szavakat (és szinonimaikat) kell felcserélni,
és ezzel k és k' is szerepet cserél.
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12. dbra
Ha k < m < n, akkor csak aq, ..., ar és by, ..., by jon tekintetbe a k-adik helyre, és igy két k f6s csapatbol kell

kivalasztani azt, aki az Gsszesitett sorrendben a két kdzépss koziil az erGsebb.



Ha viszont m < k < (m +n + 1)/2, akkor

m+n+1 7n—m—|—1

n—k>n-—
2

>0,

tehat £ < n. Ekkor k¥ < j < n-re b; nem lehet k-adik, de nem lehet by, ..., bp—m—1 sem, mert még ha az A csoport
mind az m tagja erésebb is naluk, akkor sincs egyikiik sem a k — 1-edik helynél hatrabb. A B csoportboél tehat csak

n—(k-m-1)—(n-k=m+1
jatékost kell figyelembe venni és koziiliik a ranglista
Ek—(k—-m-1)=m+1

sorszamu tagjat keresni, mert a k-adik versenyzénél biztosan jobb k —m — 1 versenyzét figyelmen kiviil hagyhattunk.
Ez esetben tehat egy m és egy m + 1 1étszamu csapatbol kell a rangsorban kézépsét kikeresni.

A sziikséges jatszmak szamara a I1. megoldas eljarasa azt adja, hogy ha két egyenls vagy 1-gyel kiilonb6z6 1étszamu
csapatbol kell az Gsszesitett ranglistan kozépsd, ill. a kozépsk kozil (mondjuk) erdsebb versenyz6t kivalasztani, akkor
ezt L 1épésben megtehetjiik, ahol L azzal van meghatirozva — ha a versenyzGk Osszlétszaméat N-nel jeloljiik —, hogy

2L=1 « N < 2F,



