1. feladat. A tér pontjait kiszinezzik 5 szinnel (mind az 5 szin ténylegesen eldfordul). Bizonyitsuk be, hogy van
olyan sik, amelyik legaldbb 4 kilonbozd szintd pontot tartalmaz.

Megoldas. A szineket nevezziik a, b, ¢, d, e-nek, és A, B, C, D, FE jelentsen a tovabbiakban mindig egy—egy a, b,
¢, d, ill. e szini pontot. Egy egyenest, sikot, ha van rajta 3, 4, ill. 5 kiilonb6z6 szind pont, réviden 3-, 4-; ill. 5-szintinek
fogunk nevezni.

A megoldasokban gyakran fogunk hasznalni két okoskodast, ezeket segédtételként elérebocsatjuk.

1. SEGEDTETEL. Ha a feladat feltételei teljesiilnek, és van egy 3-szint egyenes, akkor van a térben 4-szini sik.
Valéban legyen a v egyenesen mondjuk a, b és ¢ szinti pont is. Feltétel szerint van a térben d szind D pont; van
tovabba olyan sik, amely tartalmazza v-t és D-t is, egy ilyen sik pedig (legalabb) 4-szin.

2. SEGEDTETEL. Ha a feladat feltételei teljesiilnek, tovdbbd egy 3-szini siknak és eqy olyan egyenesnek, amelyiken
van a marado 2 szind pont, van kézos pontja, akkor van a térben 4-szinid sik.

Bizonyitas: Legyen az S sikon a, b és ¢ szind pont, a v egyenesen d és e szind pont és P legyen a sik és az egyenes
kozos pontja. Ha P szine a, b vagy c, akkor v 3-szind, és igy az 1. segédtétel szerint igaz az 4allitas; ha pedig P d vagy
e szind, akkor S 4-szind.

I. megoldas. Ha A, B, C, D, E kozil valamelyik négyen at fektethets sik, akkor igaz a feladat allitasa. Ha nem,
akkor tekintsiik az ABCD tetraéder oldallapjainak a sikjat. Ha valamelyiknek, pl. a B, C, D pontokat tartalmazo S
siknak ellenkez6 oldalara esik a tetraéder és F, akkor AE metszi S-t (1/a abra).

1. dbra

Ha viszont barmelyik sikot véve, annak ugyanarra az oldalara esik a tetraéder és E, akkor a tetraéder tartalmazza
E-t (1/b abra). E kiilonbozik A-t6l, mert méas szind, igy kozelebb van S-hez, mint A, tehat ez esetben is metszi AF
az S sikot. Ekkor azonban a 2. segédtétel értelmében igaz a feladat allitésa.

IL. megoldas. Az A, B, C-t tartalmazo Sy és C, D, E-t tartalmazé So siknak van m metszésvonala, ha nem esnek
egybe, mert van kozos pontjuk, C.

Ha a két sik egybeesik, akkor az 5-szint. Ha kiilonb6zék és m tartalmaz a vagy b szinii pontot, akkor Ss, ha pedig
d vagy e szind pontot, akkor S 4-szind.

2. dabra



Ha m minden pontja c-szind, és AB vagy DFE metszi m-et (2/a abra), akkor a metsz6 egyenes 3-szint, és igy az 1.
segédtétel szerint igaz a feladat allitasa.

Ha végiil AB sem, DE sem metszi m-et, akkor mindkett§ parhuzamos m-mel (2/b &bra), mert AB-t és m-et az
S1, DE-t és m-et az Sy sik tartalmazza, s igy kitér6k nem lehetnek. Ekkor azonban AB és DE is parhuzamos, igy
fektethetS rajtuk at sik, és ez 4-szin.

III. megoldas. Legyen S az A-t, B-t és C-t tartalmazo sik. Ha ez 4-szind, akkor igaz a feladat allitasa. Ha S’
3-szind, de a DE egyenes is 3-szint, vagy ha az egyenes metszi S-et, akkor az 1., ill. a 2. segédtétel szerint igaz a
feladat allitasa.

Ha S 3-szint, DFE 2-szind és DFE parhuzamos S-sel, akkor fektessiink sikot A-n, D-n és E-n at. Ez S-et egy D FE-vel
parhuzamos m, egyenesben metszi (3. abra).

3. dbra

Ha mg-n van b vagy c szini pont, akkor masodik sikunk 4-szind. Ha m, minden pontja a szind és hasonléan a B-n
a4t DFE-vel parhuzamosan hizott m; egyenes b szint, a C-n at hdzott m. parhuzamos pedig c szinii, akkor vegyiink
egy DE-t metsz6 sikot. A metszéspont d vagy e szint, mert a DE egyenes 2-szini. Ez a sik metszi a parhuzamos my,
mp, M egyenest is, igy 4-szind.

IV. megoldas. Ha van az ABC sikot metsz, d és e szinl ponton atmens egyenes, akkor a 2. segédtétel szerint igaz
a feladat éllitasa. Elég tehat azt az esetet vizsgélni, ha minden e szint pont a D-n atmens, ABC sikkal parhuzamos
sikban van.

Ha hasonléan a BCD sikot és az A ponton atmend, e szinid pontot is tartalmazd egyeneseket vizsgéljuk, akkor
tovabb sziikithetjiik a megvizsgalando eseteket arra, hogy az e szinii pontok legyenek rajta az A-n dtmend, BC' D sikkal
parhuzamos sikon is. Hasonlbéan folytatva tovabb, megkivanhatjuk azt is, hogy a B-n atmend, AC'D sikkal parhuzamos
sikon is, valamint a C-n atmends, ABD sikkal parhuzamos sikon is legyenek rajta az e szind pontok.



4. dbra

Ez a 4 sik azonban (az ABCD tetraéderhez hasonlo) tetraédert hataroz meg (4. abra), igy nincs olyan pont, amelyik
mindegyiken rajta lenne. Nem maradt tehat kiilon megvizsgalando eset, s igy mindig teljesiil a feladat allitasa.
Eddig kiilonb6z6 szind pontokbol indultunk ki. A koévetkezd megoldés éppen egyezd szintieket keres.

V. megoldas. Kell lennie a térben 3 nem egy egyenesen levs, azonos szind pontnak, hiszen kiilénben az egész
térnek nem lehetne t6bb, mint 5 egyenese.

Legyenek az A1 Ay As haromszog csicsai a szintiek. Ha minden mas szint pont a hdromszog sikjaban van, akkor ez
a sik 5-szint. Ha nem, akkor legyen a sikon kiviil egy a-t0l kiilonb6z6 — mondjuk b szind — pont B. A BA;, BAs, BAs
egyenesek nincsenek egy sikban (5. dbra), tehat minden sik metsz legalabb egy egyenest kozoliik.

5. dbra

Egy—egy c, d és e szind pontot véve, az ezeket tartalmazd sik tehat metszi a 3 egyenes valamelyikét, s igy 2.
segédtételiink alapjan kovetkezik, hogy igaz a feladat allitasa.

VI. megoldas. Megmutatjuk, hogy ha a tér pontjai igy vannak megszinezve, hogy egy—egy sik legfeljebb 3-szind,
akkor a tér legfeljebb 4-szint.

Megjegyezziik, hogy a feltételbdl kdvetkezik, hogy a tér minden egyenese 2-szint, hiszen ha volna 3-szint egyenes,
akkor a 2. segédtétel szerint volna 4-szind sik is.



Ha 4 szin sem fordul els, akkor nyilvanvaloan igaz az allitasunk. Ha A, B, C, D szine a, b, ¢, ill. d, akkor a 4 pont
tetraédert hataroz meg, hiszen nincs 4-szind sik. Legyen P a tér tetszés szerinti pontja.

Ha P az AB vagy a CD egyenesen van, akkor az elérebocsatott megjegyzés szerint csak a vagy b szind, illetsleg
csak c vagy d szind lehet.

Ha egyik egyenesen sincs rajta, akkor a P-n, A-n és B-n atmendé S; sik és a P-n, C-n és D-n atmends Sy sik
egyértelmiien meg van hatarozva. Valamelyik sikot metszi a masikban levs tetraéderél egyenese, mert AB és C'D
kitérs, igy mindegyiken at csak egy a mésikkal parhuzamos sik fektethetd, és az igy keletkezd két sik parhuzamos.
S1-nek és Sy-nek azonban kozos pontja P, igy nem lehetnek parhuzamosak (6. abra).
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6. dbra

Ha pl. AB metszi Sa-t, a metszéspont a vagy b szind; a sik tartalmaz még c és d szind pontot, igy P szine is csak
e 3 pont valamelyikével lehet egyezd, mert Sy is 3-szind. Nem fordulhat el§ a tér pontjainak szine kozt a, b, ¢ és d-t6l
kiilonbozé.

A bizonyitott tételbsl kovetkezik, hogy ha a tér tobb, mint 4-szind, akkor van tébb, mint 3-szind sik, ez pedig
éppen a bizonyitando allitas.

Megjegyzések. 1. Volt, aki megmutatta, hogy 4-szind térnek nem feltétleniil van 4-szind sikja — ami varhato is —.
A térben egyetlen v egyenes pontjai legyenek a és b szintiek, egy v-n atmend S sik v-n nem levé pontjai ¢ szintiek és a
tér S-en nem levs pontjai d szintek (7. dbra).

(d) (d)

(d)

7. dbra

Itt csak a sem S-sel sem v-vel nem parhuzamos sikok lehetnének 4-szintiek, ezek azonban S-et ¢ szind és vagy a
szind vagy b szind pontokban metszik, de egyszerre mindharom szintieket nem tartalmaznak.

2. Igaz és konnyen igazolhatd a feladat és az 1. megjegyzés allitasdnak a sikbeli megfelelGje: Ha egy sik pontjai
4 szinnel vannak kiszinezve, akkor van olyan egyenes a sikban, amelyen el6fordul 3 kiilonb6z6 szind pont. Ha viszont



a stk minden egyenese 2-szind, akkor a sik legfeljebb 3-szinid. Ezzel kapcsolatban felmeriil a kérdés, hogy ha a sik
pontjai csak 3 szinnel vannak kiszinezve, de gy, hogy minden szinnel van szinezve 3 nem egy egyenesen levd pont,
vajon ebbdl nem kovekezik-e mar 3-szini egyenes létezése. Megleps, de A. W. Hales és E. Straus megmutatta, hogy
ez nem kovetkezik. Ok megadtak olyan eljarast, amelynek segitségével tgy rendelhetd a sik minden pontjahoz 3 szin
valamelyike, hogy minden egyenes legfeljebb 2-szint legyen, de minden szinhez legyen olyan haromszog, amelyiknek
mindharom cstcsa a megadott szind. Az eljaras tal bonyolult ahhoz, hogy itt ismertetni lehetne, csak azt emlitem
meg érdekesség kedvéért, hogy kombinatorikus és szamelméleti jellegii segédeszkdzok igen szellemes Gsszekapcsolasaval
sikeriil megadniuk egy kivant tulajdonsigt szinezést.

3. Az egyik versenyz6 azt az érdekes kérdést vetette fel, hogy ha olyan 4-szini sikot keresiink, amelyiken egy el6re
kivalasztott szin eléfordul, van-e ilyen is? O ugy latta, hogy nem foltétleniil talalhato, de az altala megadott példa
hibas, semmi nem deriil ki bel6le. A helyes valasz igenld, hiszen van 4-szinid sik a feladat allitdsa szerint és éppen
emlitettiik, hogy ezen van 3-szini egyenes. Legyen v-n a, b és ¢ szind pont és legyen D és E d, ill. e szind. Ekkor
béarmelyik szinhez j6 a v-t és D-t vagy a v-t és E-t tartalmazo sik.

Sikban nem ez a helyzet. Legyenek egy v egyenes pontjai a, b, ¢ szinnel szinezve, a sik tobbi pontjai pedig d szintek.
Ekkor v az egyetlen 3-szini egyenes, d szint tartalmazé 3-szind egyenes tehat nincs.

Ha most folytatjuk a szinezést a térre gy, hogy a térnek az adott sikon kiviili pontjai mind legyenek e szintek,
akkor csak a v-n 4tmend sikok négyszintiek a térben. Igy nincs olyan négyszint sik a térben, amin d és e szin is
szerepelne. Ha tehat egy szin helyett szinparra ismételjiik meg kérdésiinket, akkor mar a térben is tagado6 a vélasz.



