A kovetkezs szemléletes meggondolas adhat Gtletet a megoldashoz: (1) egy ellipszis vagy hiperbola egyenlete, és
feltétel szerint van rajta egy racionalis koordinataju pont. Huzzunk ezen at racionalis meredekségl egyenest. Az
ezzel val6é tovabbi metszéspont megkeresése egy raciondlis egyiitthatés, masodfoka egyenletre vezet, amelyiknek egyik
gyOke raciondlis szdm, tehat a masiknak is annak kell lennie. Ennek az alapgondolatnak a keresztiilvitele a kovetkezd
megoldas.

Legyen xg, yo olyan racionalis szampér, amelyre
(2) azf +byg =1,
és keressiink egy olyan tovabbi x, y megoldast, amelyre teljesiil az
(3) Y = yo +m(z — xo)

Osszefiiggés egy adott m racionalis szimmal. Behelyettesitve ezt (1) két oldalanak a kiilonbségébe, azt (2) felhaszna-
lasaval a kovetkezSképpen alakithatjuk at:

az® 4+ byl — 1+ 2byom(x — x0) + bm?(x — 20)° =

= (z — mo)(a(z + o) + 2bmyo + bm*(z — x0)) =

= (z — z0) ((a + bm?)z + 2bmyo + (a — bm?)zo).

Ennek 0-helye az els6 tényezd elttinésébsl adodo xo-on kiviil, tovabba a hozza tartozo y érték, amennyiben a+bm? # 0,

bm? —a 2bm —2am bm? —a

= bm2—|—ax0_bm2—|—ay0’ vy= bm2+ax0_bm2—|—a

Yo-

Az atalakitasokat forditott iranyban végezve adodik, hogy x és y kozt fennall (3), és hogy kielégitik az (1) egyenletet.

Be kell még latnunk, hogy ilyen moédon végtelen sok megoldast kapunk, de ez nyilvanvalé. Legyen két kiilonbozo
racionélis m; és mo értékhez tartozo megoldas (x1,y1) és (x2,y2). Ha 21 # x4, akkor két kiilonb6z6 megoldést kaptunk,
ha pedig z1 = z2, akkor (3)-bol lathato, hogy y1 # ya.

Megjegyzések. 1. Meggondolasaink akkor is helyesek, ha a és b valamelyike, pl. b = 0. Ekkor nyilvan a > 0,

és formuldink azt adjak, hogy = = —z¢, ¥y = yo — 2mzo. Ez utébbi minden raciondlis szamot felvesz értékiil, ha m
végigfut a racionélis szamokon, és esetiinkben minden ilyen szampar megoldas is (ugyanigy az osszes (o, y) szampéarok
is).

2. Sok méas meggondolas is elvezet végtelen sok megoldas megtalalasahoz. Képezziik pl. (1) és (2) megfelels olda-
lainak a kiilonbségét:
a(z — zo)(z + 20) + by — yo)(y + yo) = 0.

Ha itt pl. b # 0, és olyan megoldast keresiink, amelyre y # —yo, akkor alkalmas ¢ racionalis szammal = —xo = b(y+yo)t
alakban irhat6. Ekkor y — yo = —a(z + x0)t, és a kett6bdol kifejezve x-et és y-t
1 — abt? N 2bt
T = x
T+abt2 " 1+ abt2 Jo,

2at n 1 — abt?
- T .
T+abt2” " 1+ abt2 Yo

y:

Nem nehéz belatni, hogy ezek minden ¢ értékre kielégitik (1)-et, és végtelen sok szampart allitanak els, hiszen pl. egy
x értéket csak két ¢ érték mellett kaphatunk.

Bar az alapgondolat és a szamolas kiilonbozott a megoldasban kévetettsl, a megoldas mégsem kiilonbozik 1ényege-
sen, hiszen az (x — x)-ra felirt Osszefliggeés az 1/bt meredekségi és az (zg, —yo) ponton — amelyik rajta van a gérbén
— atmend egyenes egyenlete.

3. Egy versenyz6 észrevette az

(az?® + by?) (u? + abv?) = a(zu + byv)® + blazv — yu)?
azonossagot. Ennek felhasznalasaval (2)-bél (1) végtelen sok megoldasat nyerjiik, ha taldlunk az
u? + abv® =1
egyenletnek végtelen sok racionalis szamparokbol all6 megoldasat. Ez nem nehéz az

abv? = (1 —u)(1 +u)



atalakitas alapjan. Keressiik az 1 — u tényezét vw alakban, akkor 1 + u = abv/w. A kett6bdl kifejezve u-t és v-t,
azonossagunk alapjan (1) megoldasait

ab — w? 2bw 2aw ab—w
= xro —
4 ab+ w2 ' ab+

- ab+w2$0+ ab+w2y0’

alakban kapjuk. Ezen az uton eleve vilagos, hogy ezek (1) megoldésai, és kénnyen lathato ismeét, hogy végtelen sok
kiilonb6z6 megoldast kapunk.

Itt a meggondolasbol nem nyilvanvald, hogy minden megoldast megkaptunk, de kdnnyen lathato, hogy a feladat-
ra kozolt megoldasban egy tetszés szerinti m # 0 értékhez tartozo (x,y) szampart megkapunk, éspedig w = a/m
paraméterértéknél, tehat lényegében minden megoldas kiadodik.



