I. megoldas. Megkérdeziink mindenkit, hany ismerdse van egy-egy iskoldban. Legyen a legkisebb hallott szam k.
Ez nem 0, mert mindenkinek tobb ismerdse van a méasik két iskolabol, mint ahdny tanulé jar egy-egy iskolaba.

Legyen mondjuk Andras az A iskolabdl egy tanuld, akinek k ismerGse van a B iskolaban; ekkor a C' iskoldban
n+ 1 — k ismerdse van és k — 1 tanul6t nem ismer.

Andras egy B iskolabeli ismerGse, mondjuk Balint legalabb k tanulét ismer a C' iskolabol. Ezek koziil legalabb
egy ismeri Andrést is. Ha Csongor egy koz0s ismerds, akkor harmuk koziil mindenki ismeri a masik kett&t. A feladat
allitasa tehat igaz.

Megjegyzés. A feladat allitasa akkor is igaz, ha a feltételt gy moédositjuk, hogy minden tanulénak legaldbb n + 1
ismerGse van a masik két iskolaban. Ekkor a bizonyitas annyiban médosul, hogy Andrasnak a C' iskolaban legalabb
n+1— k ismerdse van, s igy legfeljebb k& — 1 tanul6t nem ismer. A gondolatmenet tovabbi része valtozatlanul érvényes.

Nem vezethetjiik vissza a modositott allitast az eredetire ugy, hogy egyes ismeretségeket figyelmen kiviil hagyunk.
Lehetséges ugyanis, hogy Andrasnak pl. t6bb mint n + 1 ismerdse van a mésik két iskolaban, azonban mindegyik
ismerGse csak n + 1 tanulot ismer a masik két iskolabol. Ekkor Andrés barmelyik ismeretségét figyelmen kiviil hagyva,
volt ismergsének mar csak n ismerdse marad a masik két iskolaban.

II. megoldas. A megjegyzésben emlitett altalanosabb allitast bizonyitjuk, amelyik szerint:

Ha minden tanulé a masik két iskolaban egyiitt legalabb n + 1 tanulét ismer, akkor kivilaszthaté mindegyik
iskolabol egy-egy tanuld ugy, hogy mindegyikiik ismerje a masik kettét.

A bizonyitast teljes indukcidval végezziik.

Ha torténetesen mindegyik iskolanak csak 1-1 tanuldja van, akkor a feltétel éppen azt kivanja, hogy mindegyikiik
ismerje a masik kettst.

Legyen most m > 1 és tegyiik fel, hogy minden n < m természetes szdmra igaz az allitas, ha az iskolakba n gyerek
jar. Legyen tovabba A, B és C harom iskola, amelyek mindegyikébe m tanul6 jar és mindegyikiik legalabb m + 1
tanulot ismer a masik két iskolabol.

Az A iskola a; tanuldja ismerje a B iskolabol bi-et, 6 a C' iskolabol cq-et. Ha ¢q ismeri aq-et, akkor 6 harmukra
teljesiil a feladat allitasa. Ha nem, akkor ¢ egy A-beli ismerGse legyen ao és folytassuk az eljarast mindig ugyanebben a
sorrendben véve az iskoldkat, mig egy olyan tanul6hoz nem ériink, aki egyszer mar szerepelt a felsorolt ismerGsok kozt.
Ez a tanul6 és az uténa felsoroltak egy olyan kort alkotnak, amelyben mindenki ismeri a szomszédait és amelyikhez
mindegyik iskolanak ugyanannyi tanuléja tartozik. Legyen ez a szam k. Ha k = 1, ez azt jelenti, hogy teljesiil a feladat
allitasa.

Ha k = m (a kor tartalmazza az Gsszes tanulot), akkor valasszunk ki egy tanulot, pl. az A-beli aq-et. A kérben
szomszédos B és C-beli tanulok m part alkotnak, amelyek b;, ¢, (i = 1, 2, ..., m) tanuldi ismerik egymast. (A 6. abra
a tanulokat ponttal, az ismeretséget Gsszekotéssel szemlélteti.)
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6. dbra

Mivel a1-nek a két iskoldban legalabb n+1 ismerdse van, igy legalabb egy par mindkét tagjat ismeri. Ekkor azonban
erre a 3 tanuldra teljesiil a feladat allitasa.

Ha 1 < k < m, akkor nézziik az iskolaknak a korh6z nem tartozo tanuléit. Minden iskolaban (m — k)-an vannak.
Ha mindegyikiiknek legalabb m — k + 1 ismerGse van a maéasik két iskola megmaradt tanuléi kozt, akkor az indukcios
feltétel szerint kivalaszthato a feladat allitasat kielégité harom tanulo.

Ha pl. az A iskolabeli a1 1-nek a B és C iskolaban megmaradt tanulok kozt legfeljebb m — k ismerGse van, akkor a
kornek legalabb k + 1 B-be és C-be jar6 tanuldjat ismeri. Ezeket azonban a koér most k darab ismerd&sokbél allo parba
sorolja, s igy ax41 ismer legaldbb egy ilyen part. Minden esetben taldltunk tehat a feladat allitasat kielégité harmast.
Ezzel az indukciés bizonyitast befejestiik.

Megjegyzések. 1. Ez a bizonyitas nem alkalmas a feladatnak az eredeti formaban valo bizonyitasara, mert a bizonyi-
tas mésodik részében, ha minden tanulénak m + 1 ismer@se van, és az iskolanként k£ tanulot tartalmazo kort kivéve, a



visszamaradoé tanuldok koziil senki sem ismer a korbél k-nal tobb tanulét, akkor lehetnek, akik a korbél k-nal kevesebb
tanulot ismernek és igy a visszamaradok koziil (m — k + 1)-nél tébbet. Ha viszont bebizonyitottuk ezt az altalanosabb
allitast, az tartalmazza specialis esetként az eredetit is.

2. Nyilvanval6an nem elég, ha csak annyit tesziink fel, hogy minden tanulénak n ismerdse van a méasik két iskolaban.
Legyen minden iskolaban péros szamua tanuld, mondjuk mindegyikben m fia és m lany. Ha az A iskola lanyai ismerik
a B iskolabol a lanyokat, a C-bdl a fitkat, az A-ba jaro fiak a B-bdl a fikat, a C-bdl a lanyokat, tovabba a B-bdl és
C-bdl a lanyok a lanyokat, a fidk a fitkat, akkor mindenkinek annyi ismergse van, ahany gyerek egy-egy iskolaba jar,
de nincs a feladat kovetelményeit kielégité harom tanulé.

Ha az egy-egy iskoladba jar6é tanuldk szadma paratlan, akkor nem is lehet mindenkinek pontosan annyi ismerd&se,
ahanyan egy iskoldba jarnak, hiszen akkor mindenkit megkérdezve ismer&sei szaméarol, minden ismeretséget kétszer
vennénk szamba, viszont paratlan szdmid tanulé mindegyike paratlan szadmd ismerdst emlitene, ami egyiitt ismét
paratlan szamot adna.

3. Felmeriilhet az a kérdés is, hogy megvalosithato-e tetszés szerinti tanuloszam mellett a feladat eredeti feltétele.
A valasz igenls. Egy lehetGség a megvalositasra a kovetkezs. Ha paratlan szamu tanuld, n = 2m — 1 van iskolanként,
akkor sorszamozzuk iskolanként a tanulokat. Az A iskola minden tanul6ja ismerje a B és a C iskola vele egyenld
sorszamu tanuldja utani m tanulot, agy értve, hogy ha a sor végére ériink, akkor az elejérdl folytatjuk. Ekkor a B és
a C iskola minden tanuldja A-bdl a vele egyezd sorszamu tanuld elétti m tanulét ismeri. Ismerje tovdbbé a B iskola
minden tanuldja C-bél a vele egyezs sorszamu tanuld utani m tanulot. (Ekkor a C-beli tanulok B-bél a veliik egy
sorszamu tanulé el6tti m tanulot ismerik.) Ekkor minden tanulonak 2m = n + 1 ismerGse van.

Ha viszont minden iskolaba n = 2m tanuld jar, mondjuk m fia és m lany, akkor ismerjék egymaést a kiilonbozé
iskolabeli lanyok a kiilonbozé iskolabeli fitkkal, tovabbé az A iskolabeli fitk ismerjék a B iskolabol a veliik egy sorszamu
lanyt, a B-beli fitk a C-beli veliikk egy sorszamu lanyt, és a C-beli fitk az A-beli veliikk egy sorszamu lanyt. Ekkor
mindenkinek 2m + 1 = n + 1 ismerGse van. Természetesen szamos mas lehet&ség is van a feltételek megvaldsitaséara.



