I. megoldas. 1. Megmutatjuk, hogy az M magassdgpontnak a BC oldal Fy felezdpontjdra vonatkozo M, tikorképe
az ABC' hdromszdg koré irt kéron van, annak éppen az A-val dtellenes pontja.

Ebbé6l mar kénnyen fog kdvetkezni a feladat allitasa.

B és C egymas tiikorképe Fy-re. Ha M kiilénbozik a B és C' csucstol, akkor

MyB|MC ¢  M,C||MB,

mert pontra valo tiikrozés egyenest vele parhuzamos egyenesbe visz at (la és b abra). Azonban MC az AB oldalra
bocsatott magassag egy szakasza, M B pedig az AC' oldalra bocsatotté, igy

ABM<t = ACMi<« = 900,

tehat B és C rajta van az AM; mint a&tmérs folé rajzolt koron. Az ABC haromszog koré rajzolt kor azonban egyértel-
mien meg van hatarozva, igy azonos az AM; atmérsjd korrel, tehat My a hdromszog koré irt kornek A-val atellenes
pontja, amint allitottuk.
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1. dbra

Az allitas akkor is igaz, ha pl. M = C (lc. abra). Ez ugyanis azt jelenti, hogy
AC1BC,

a haromszog derékszogi. M tiikkorképe Fi-re B-vel esik egybe és ez valoban az A-val atellenes pont.
2. A bizonyitott tételbdl kovetkezik, hogy Az, B és Cy az M pont merdleges vetiilete a haromszog silyvonalain.
Elég ezt pl. As-re belatni. Ha M; # A, akkor

FilA M« = AA M« = 900,
mert AM; atmérd (2. abra). Tikrozve Fi-re, kapjuk, hogy
Fy Ay M < =90°,

és ezt allitottuk. Ha Ay = M, akkor Ay = M, tehat ekkor is igaz az allitas.




Tudjuk, hogy a haromszog sulyvonalai egy ponton mennek keresztiil, a haromszog S sulypontjan. Ha S # M, akkor
Ay, By s Cy az SM atmérsji koron van. Ha S = M — ez csak a szabalyos haromszogre teljesiil —, akkor egybeesik
veliikk Ay, Bs és Cy is és van végtelen sok kor, amelyik mindegyik pontot tartalmazza.

Azt bizonyitottuk tehat be, a feladat allitasan tilmenve, hogy minden haromszogh6z van olyan kor, amelyik &tmegy
Ag-n, Bo-n, C5-n, a hiromszdg magassagpontjan és silypontjan.

II. megoldas. Jeloljiik a haromszog koré irt kor kozéppontjabol az A, B, C, A1, By, C1, As, B, Cy és M ponthoz
mutaté vektorokat rendre a, b, ¢, a;, by, ¢, as, ba, c2, ill. m-mel. Koziiliikk az els6 hat hossza egyenls, a kor sugara.
Megmutatjuk, hogy
m=a+b+ec.

Jeloljilk N-nel azt a pontot, amelynek a jobb oldali vektor a helyvektora (3. abra). Ekkor
m = b —|— C7 C@ = b — C.

Ha ezek egyike sem 0 nulla-vektor, akkor merélegesek, mert egy olyan rombusz atlévektorai, amelynek az oldalvektorai
felvaltva +b-vel, ill. £c-vel egyenlk. Vagy mert skalaris szorzatuk:

(b+c)-(b—c)=b-b—c-c:|b|2—|c|2=O.

Az AN egyenes tehat a BC-re merdleges magassag egyenese.

3. dbra

Mivel B és C kiilonb6z6 pontok, igy
b—c#0.

Ha b+ c =0, akkor N = A, s igy ekkor is rajta van N az A-bol hizott magassdgvonalon. Ugyanigy lathatd, hogy N
rajta van a méasik két magassidgvonalon is, tehat azonos a haromszog magassagpontjaval. Ezt akartuk belatni.
Azt, hogy As az A; tiikkorképe a BC' szakasz kozéppontjara, a kovetkezd vektoregyenlGség fejezi ki:

1 1
§(a1 +ag) = §(b + o).
Innen

as =b+c—aj.
Most mar konnyen lathatjuk, hogy
(]_) MAQJ_AAl,
ugyanis
— —
MAy=a;—m=—(a+ay), AA| =a; —a.

a és a; egyenld hosszt vektorok. Ebbdl a fentebbi meggondolashoz hasonléan adodik, hogy vagy M = As, vagy teljesiil
az (1) Osszefiigges. Ebbol pedig kovetkezik a feladat dllitasa, amint azt az I. megoldasban lattuk.

Megjegyzés. Erdekes megoldas adodik a feladatra komplex szamok segitségével. A komplex szamok ekdzben csak



A komplex szamokrol a kovetkezdket hasznéljuk fel. Ugyanazok a szamolési szabalyok érvényesek rajuk, mint a
valds szamokra.

A komplex szamok a sik vektoraival szemléltethetk. Ebben a szemléltetésben az Osszeadast a vektortsszeadas
szemlélteti.

Két komplex szdm hanyadosat abrazolé vektor hajlasszoge a pozitiv abszcisszatengelyhez az oszt6d irdnyszogével
kisebb mint az osztandé irdnyszoge.

A val6s szamokat az abszcissza-tengelyen szemléltetjiik, ezek iranyszoge tehat 0° vagy 180° (vagy ezektdl 360° egy
egész t0bbszorosével kiilonbozhet).

4. dbra

Legyen most mar A, B, C, D a sik négy kiilonb6z6 pontja, a helyvektoraik altal szemléltetett komplex szamok a,
b, ¢, d. Ha a négy pont egy koron van, akkor a CAD< és CBD< vagy egyenls és egyiranyu, vagy 180°-ra egésziti ki
egymast és ellentétes iranyu (4. abra). Ugyanez all tehét a
d—a i d—>b

és
c—a c—b

(2)
komplex szamok irdnyszogére is. Ez azt jelenti, hogy a

d—a d—b (d—a)(c—b)

(3) c—a ' c=b  (c—a)(d-D)

hanyados iranyszoge 0° vagy 180°, ez a szam tehat valés. Ez akkor is igaz, ha d = a, vagy ¢ = b. Ez azt jelenti, hogy
legalabb 2 pont egybeesik. Ekkor pedig a pontokon 4t lehet kort rajzolni, kivéve ha harom egy egyenesen lev6 pontunk
van.

Tegyiik most fel, hogy a (3) szam 0-t6l kiilonb6z6 és valos. Ekkor a (2) alatti (komplex) szamok is 0-t6l kiilonb6z6k
és iranyszogeik vagy egyenlSk vagy 180°-kal kiilonboznek. Lehet mind a két szam valos, de ha egyik nem az, akkor a
mésik sem az.

Ha mind a kettd valds, akkor A, C' és D is, B, C' és D is egy egyenesen van, tehat a négy pont egy egyenesen van.
Ha viszont a (2) szamok nem valosak, akkor a szogekre nyert Osszefiiggés éppen azt jelenti, hogy ABCD hirnégyszog,
a négy pont egy korén van. A kdvetkezst nyertiik tehét:

A (3) komplex szam akkor és csak akkor valds, ha A, B, C, D egy kéron vagy egy egyenesen van. Az aldbbiakban
ezt fogjuk felhaszndlni.

III. megoldas (komplex szamok felhasznéalasaval). Valasszuk a haromszog koré irt kor kézéppontjat a komplex
szamsik 0 pontjanak és az A, B, C, Ay, By, C1, As, Bo, Cs, M pontok abrazoljak rendre az a, b, ¢, a1, b1, 1, as, ba,
c2, m komplex szdmokat. Ekkor, mint az el6z6 megoldasban, adédnak az

az=b+c—a by =c+a— by, cc=a+b—qc m=a+b+c
Osszefiiggések. Ha a négy pont egy koron van, akkor a kdvetkezd komplex szam valos:

(ag — c2)(by —m) _ (c+e1—(a+ar))(— (b+b1)) _ (a+a1—(c4c1))(b+b1) 4)
(bg—Cg)(ag—m) (C+Cl—(b+b1))(—(a+a1)) (b—i—bl—(c—i—cl))(a—i—al)'

Az utolsd tort valos volta viszont azt jelenti, hogy az
a+an, b+ by, c+ ¢ és 0

komplex szamokat abrazolé pontok egy koron vagy egy egyenesen vannak. Az utolsé pont a haromszog koré irt kor
kozéppontja.

Mivel a és a; abszolut értéke (az abrazolé vektorok hossza) egyenld, igy a 0-t, a-t, ai-et és (a + a1)-et abrazold
pontok egy rombusz cstucsai. Ekkor azonban az (a + aq)-et abréazolé pont az O pont tiikérképe a rombusz méasik két
csticsat Osszekots egyenesre, vagyis az AA; silyvonal egyenesére. Jeloljiik ezt A’-vel (5. dbra), hasonloan a (b + by )-et
és (c + c1)-et dbrazolo B’ és C’ pont az O pont tiikdrképe a hdromszég B-bdl, ill. C-bél indulé stlyvonaléra.



5. dbra

Nyilvanvalé azonban, hogy O, A’, B', C’ egy koéroén van, mert a harom stlyvonal &tmegy a hdromszog S silypontjan.
Ez a pont tehat mind a harom tiikr6zésnél helyben marad, s igy

SO =SA"=8SB =SC".

Ekkor a (4) tort értéke valos, viszont
a+a;—(c+ep)
b —|— bl — (C —|— Cl)

nem valos, mert A’, B’ és C’ nincs egy egyenesen. Az utolsé tort azonban éppen az
a2 — C2
by — c2

tort, tehat ez sem valos, Ao, Ba, Co nincs egy egyenesen. Ebben az esetben A, Bo, Cy és M-nek kell egy koron lennie,
és ezt akartuk bizonyitani.



