I. megoldas. Legyen a kérdéses polinom
f(z) = az® + bz + c.
A feladat mésodfoka polinomrol szol, tehat a # 0. Ha a polinom csak pozitiv értékeket vesz fel, akkor
f(0)=¢c>0.

Megmutatjuk, hogy a is pozitiv. Irjuk f-et
b\ b?
1 il _ -
(1) “ <JE + 2a> te 4a?

alakban. Itt az utolso6 két tag allando. Az els6 tag masodik tényezGje tetszés szerint naggya tehets x alkalmas megva-
lasztasaval. Igy ha a negativ volna, akkor a polinom venne fel negativ értéket is.

Feltehetjiik, hogy a = 1, mert f és — f mindegyike a masikbol egy pozitiv szdmmal val6 szorzéassal kaphato. Ez a

mivelet pozitiv egyiitthatés polinomok hanyadosat djra ilyenbe viszi at, ha pl. a hanyados szamlaléjat szorozzuk a
szammal.
Ha b pozitiv, akkor az 1 konstans polinom nevezével kapunk egy kivant alaku elGallitast. Ellenkezs esetben célszert

b
az (1) elallitasban szerepld 5—‘5 jelolni (—d)-vel és a konstanst is egy betiivel, mondjuk h-val. Ekkor (1) igy alakul:

(1) f(x) = (x —d)* + h.

Itt d >06és f(d)=h>0.

A feladat allitasanak igazolasahoz elég egy olyan pozitiv egyiitthatos polinomot talalni, amelyikkel f-et megszorozva
a szorzat is pozitiv egyiitthatos lesz.

Ha d = 0, akkor pl. # 4+ 1 nyilvanvaléan megfelel a kdvetelményeknek.

Ha d > 0, akkor prébalkozzunk az

(2) (@" +da" 4 d 4 d)
polinommal. Ha (1") elsé tagjat szorozzuk, akkor

2
(xn—i-l _ dn—i—l) _ x2n+2 _ 2dn+lxn+l 4 d2n+2

adodik. Ehhez kell még (2)-nek a h-szorosat adnunk. Ebben a polinomban z minden hatvanya fellép a 0-adfokatol a
2n-edfokuig pozitiv egyiitthatoval.

Azt kell megnézniink, tudjuk-e n-et agy valasztani, hogy a kapott polinomban az (n + 1)-edfoku tag egyiitthatoja
nagyobb legyen, mint 2d" .

Ha (2)-t két egyenld tényezs szorzataként képzeljiik el, akkor az els6 k-adfoku tagjat a masodik (n 4+ 1 — k)-adfoku
tagjaval szorozva kapunk (n + 1)-edfoku tagot. Ez lehetséges, ha k = 1,2,...,n. Mindegyik esetben d" '2""! lesz a
szorzat, igy (1) és (2) szorzataban z" 1! egyiitthatoja

nhd™' — 24"t = @™ (nh — 2d2).

Ez az egyiitthato pozitiv, ha
2d?
n > n
Ha igy valasztjuk meg n-et, akkor tehat a szorzat pozitiv egyiitthatos lesz, csak a (2n + 1)-edfoku tag hianyzik
belsle — 0 lesz az egylitthatoja. Ha még megszorozzuk a szorzatot pl. (x + 1)-gyel, akkor mar olyan polinomot kapunk,
amelyikben a 0-adfoku tagtol a (2n+ 3)-adfoku tagig mindegyik szerepel pozitiv egyiitthatoval. Ezzel a feladat allitasat

bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. Ha mésodfoki polinomon legfeljebb masodfokut értiink, akkor sem lehet, hogy masodfokd tag nem
lép fel ténylegesen, de els6fokd igen, mert minden ilyen polinom vesz fel pozitiv és negativ értéket is. Egy ¢ pozitiv

. . . , C . , e - . . .
konstans polinom viszont irhaté — alakban mint két pozitiv egyiitthatés polinom hanyadosa.

2. Volt, aki megelégedett azzal, hogy a ténylegesen felléps tagok egyiitthatdja pozitiv legyen, de megengedte, hogy
egyes hatvanyok kimaradjanak, mint (1) és (2) szorzatabol a (2n + 1)-edfoku tag. Ha ilyen alakig sikeriilt eljutni,
akkor mar nem nehéz a feladat szigorubb kovetelményeit is kielégité polinomhoz jutni. Kénnyen lathatd, hogy ha
egy nem-negativ egyiitthatoés polinomot, amelyben két-két eléforduld tag kozt legfeljebb k darab hatvany hidnyzik,
megszorzunk pl. az

l+z4+22+...+2F



polinommal, akkor mar nem lesz kimarad6 hatvany a legmagasabb foku tagig.
3. Nem csak z? egyiitthatojat valaszthatjuk 1-nek, x egyiitthatojanak abszolat értékét is megvaltoztathatjuk. Ha
ugyanis = helyébe ry-t irunk egy pozitiv r szammal, akkor

flry) =1 (y2 - §y+ T%) :

Ha itt a masodik tényezd elsallithato pozitiv egylitthatos Py és P» polinomokkal P (y)/Pa(y) alakban, akkor

f-nek egy elallitasa pozitiv egyiitthatos polinomok hanyadosaként. Igy irhatjuk f-et pl. 22 — x4+ u vagy 2 — 2z +v =
(z —1)° + w, (w= v — 1) alakban.

4. Lattuk, hogy a masodfoki polinom egyiitthatoitdl fiiggott, hogy hanyadfokt szamlaloval és nevezdvel sikeriil
azt pozitiv egylitthatos polinomok hanyadosaként irni. A fenti eljarasban a szorz6 polinom N fokszama (az el6allitas
nevezGjéeé)

2
N=2n+1> % + 1.

Az 2% — 204+ 1,1= (z— 1)2 + 0,1 polinom esetén pl. ez legalabb 42-edfoku szorzot jelent. Az

(2% — 22+ 1,1)(2° + 2,012% + 2,9327 + 3,655 + 4,082° 4 4,152 + 3,8132> + 3,0622%+
+1,93z + 0,492) = 2" +0,012'° + 0,012° 4 0,0012% + 0,003z + 0,0052°+
+0,0012° + 0,001z* 40,0003z + 0,00022% + 1,139z + 0,5412,

(x% — 22+ 1,1)(1 + 1,822 + 2,4122 + 2,7323 + 2,782 + 2,5732° + 2,15125 + 1,57227+
+0,9032% + 2,132° = 1,1 4 0,002z + 0,01122 + 0,00322 + 0,008z + 0,0003z°+
40,00012% + 0,0002z7 4 0,0003z° + 0,0003z° 4 0,4772'° + 0,213211,

azonossagok azt mutatjak, hogy mar 9-edfokt polinomok is megfelelnek (két egészen kiilonbozo felépitési is). Az sincs
kizarva, hogy még alacsonyabb fokuval is célt lehetne érni.

II. megoldas. A harmadik megjegyzés szerint irhatjuk a mésodfoka polinomot 2? — 2z + v alakban. Ez csak
pozitiv értékeket vesz fel, ha v > 1.

A masodik megjegyzés értelmében elég olyan nem-negativ egyiitthatés polinomot keresni, amivel ezt a polinomot
megszorozva a szorzat is nem-negativ egyiitthatos lesz. Ezt a polinomot

ap+ a1+ ... +a,z"
alakban keresve feltehetjiik, hogy ag = 1. Az a;-knek olyan nem-negativ szamoknak kell lenniiik, amelyekre
av —2a9 >0, a;v—2a;14+a;_2>0, ha 1t=2,...,n, é —2a,+a,_1>0.

Keressiink olyan a;-ket, amelyekre az els6 n feltételben egyenl@ség &ll fenn és probéljuk n-et Ggy valasztani, hogy az
utolso feltétel is teljesiiljon. Legyen tehat
2 2 2a;,_1 — a;_
(3) alzﬂ:—, ai:M 1=2,...,n.
v v v
Kérdés, megvalaszthato-e n agy, hogy az utolsé egyenlGtlenség is teljesiiljon. Ez az egyenl6tlenség azt jelenti, hogy ha
a fenti szabalyossag szerint még az (n + 1)-edik elemet is képezziik a sorozatban, az mar nem lesz pozitiv.

Ab = & hanyadosokra (3) a kovetkezs Osszefiiggéseket adja:

;-1
o 1
b1=Z—;=a1—%, b; = Ubi_l i=2,...,n
Olyan n-re van sziikségiink, amelyre
% > 2, azaz b, < %



Ismeretes és konnyen belathaté, hogy minden pozitiv u-ra

1 1
u+—>2 azaz 2——<u.
u u
Ezt felhasznalva
1
9 _
by = bi—1 < bi—1
v v

Ezt az egyenlGséget (i — 1)-szer alkalmazva azt nyerjiik, hogy

b < b _2
- U’L*l t

1
Mivel v > 1, igy van egyenlGtlenségiink szerint olyan n, amelyikre b,, < 3 és mar lattuk, hogy elég a legkisebb
ilyen n értéket megkeresniink. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Lényegében a fenti gondolatmenet szerint késziilt az 1. megoldas uténi 4. megjegyzés els6 példaja,
azzal a modositassal, hogy a szorzat egyiitthatoit nem tettiik 0-va, csak v-hez képest nagyon kicsivé, hogy utédlag ne
kelljen még egy magas fokt polinommal szorozni ahhoz, hogy szigortan a feladat feltételeinek megfelel§ polinomokhoz
jussunk.

Eljarhatnank ugy is, hogy a,-t valasztjuk 1-nek, és ezutan a végétdl visszafelé haladva hatarozzuk meg az egyiitt-
hatokat pl. agy, hogy mindeniitt egyenl&ség teljesiiljon. Ekdzben n értékét hatarozatlanul hagyjuk, addig haladunk,
amig az utolso két nyert értékre méar az els egyenlGtlenség is teljesiil. Ezen az alapon késziilt az emlitett megjegyzés
masodik példaja.

II1. megoldas (vazlat). Ismét azt mutatjuk meg, hogy talalhatunk masodfokd polinomunkhoz olyan nem-negativ
egyiitthatos polinom szorzot, amivel szorozva a szorzat is nem-negativ egyiitthatos lesz.

A masodfoku polinomot irhatjuk

4) a2 —br +c
alakban, ahol b és ¢ pozitiv. Akkor lesz a polinom minden értéke pozitiv, ha
(5) b’ < 4de.
Szorozzuk meg (4)-et az x° + bx + ¢ polinommal. A szorzat
zt — (b — 20)x? + 2.
Ha b? < 2c¢, akkor ezzel célt is értiink. Ha 2c < b%(< 4c), akkor szorozzunk még z* + (b* — 2¢)z? + c3-tel; a szorzat
z® — ((b* — 20)2 —2¢%)at + ¢t

Itt * szorzoja

(22 = 2+ v2)e) (1 - (2= V2)e),

tehat elértiik célunkat, ha b* < (2 4+ v/2)c, mert a méasodik tényezd feltételei szerint pozitiv. Ha nem, akkor folytatni
kell az eljarast. Kérdés, hogy eljutunk-e igy véges szami 1épésben nem-negativ egyiitthatés szorzathoz.
Az n-edik lépés utan ilyen alaka szorzatot kapunk:

e bn:EQn +c2".
A b,,-ek sorozata a
(6) bpy1 = b2 — 22"

képzési szabaly szerint keletkezik a by = b kezdd értékbdl kiindulva.
Azt szeretnénk belatni, hogy tetszés szerinti (5)-6t kielégits pozitiv b, ¢ értékekbdl kiindulva b, elég nagy n-re
negativ lesz. Ehhez b, -et szorzat alakban irjuk. Ezt by esetében igy tehetjiik:

by = (((b2 - 20)2 - 202)2 - 204>2 — 28 = (((b2 - 20)2 - 202)2 —2ct — \/504) (b3 + v2¢*) =

= (07 =20 =22 = \[2 4+ V26 (b + V2 4+ V2P (b + V3! =
<b2— (2+\/2+\/2+\/§)c> <b1— V2+ /24 Ve (b2+\/2+\/§c2)(b3+\/§c4).



Itt egy ujabb sorozat lépett fel. Ennek a képzési szabalyat kicsit altalanosabban, mint ahogy szamitésainkban
szerepel, igy adhatjuk meg: legyen tetszés szerinti pozitiv z kiindulasi értékkel

a1(z) =z és ant1(2) =2+ Van(2), ha n=12...

Ekkor a fenti szorzatban az
an, = an(2)

sorozat néhany tagja szerepel.
Konnyti latni, hogy adott z értékre az a,(2) értékek n novekedtével novekednek, és hogy adott n-re z novekedtével
an(z) is novekszik. Teljes indukcidval belathato, hogy minden n-re a,(4) = 4, igy

an = an(2) < an(4) =4,

minden n-re.
A by-re talalt fenti elallitashoz hasonléan minden b,, szorzatta alakithat6. Az els6 tényezs b% — anc lesz, és ezt kell

szorozni by + ,/an_;gcykl alaku tényezSkkel a k = 1,2,...,n — 1 értékekre. Ezt roviden igy jeloljiik:

n—1
b, = (b2 — anc) H (bk + \/anfkczkil)
k=1

Ezt ismét teljes indukciéval lehet belétni.

Az (5) feltétel szerint b?/c egy 4-nél kisebb érték. Azt kell belatnunk, hogy a,, vesz fel alkalmas n-re ennél nagyobb
értéket. Ha ez igaz, akkor a legkisebb ilyen n-et ng-val jeldlve az no-nal kisebb indexd b-k pozitivok, viszont by, negativ,
s igy mp-szor ismételve szorzasi eljarasunkat, nem-negativ egyiitthatés polinomhoz jutunk.

Tudjuk, hogy a,, is kisebb 4-nél minden n-re. Megmutatjuk azonban, hegy elég nagy n-re tetszés szerint kozel jut
4-hez. Valoban, ha n > 1, akkor

_ 4_an—1 _4_an—1<4_an—1
N 2+\/an71 B an 2

Alkalmazva ezt az egyenlGtlenséget Gjra és djra, egyre csokkend indexekkel végiil azt kapjuk, hogy

0<4d—a,=2—/ap_1

4—@1 1

4_an< on—1 :271—2’

ez pedig tetszés szerint kicsi, ha n elég nagy. Ezzel a feladat allitdsat bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Ha itt az n-edik lépés utan allunk meg, akkor a szorzatban a hidnyzo6 egymaéas utani hatvanyok szama
2™ — 1 lesz, igy a szorzo6 polinom fokszama, ha pontosan a feladatban kitiizott célt akarjuk elérni,

2427+, +2" 42" —1=3(2" - 1)
lesz. A megoldas gondolatmenete szerint biztosan célt ériink, ha n-et tgy valasztjuk, hogy

1 b2
— <4 - —
2n—2 c
teljesiiljon. Ez az I. megoldés utolsé megjegyzésének példaja esetében 33-adfokd szorzoé polinomot jelent az I. meggon-
dolas gondolatmenetébdl adodo 42-edfokuval (masfelsl a megjegyzésben adott 9-edfokival) szemben.
A feltételeket az I. megoldasban szerepls d és h egylitthatokra atirva altalaban is az ottani korlat 3/4-e adodik
ezen az Uton. Ennél azonban lényegesen jobb becslés is kiolvashato n-re a kovetett gondolatmenetbdl.
Ismételten alkalmazva a talalt Gsszefiiggést, azt nyerjiik, hogy
4 — An—1 4 — al 2

4 — a,n = = = .
Qp, AnQAp—1...09 Andp—1...02

Ha itt a nevez6 tényez6it nem 2-vel, hanem a legkisebbikkel, as = 2 + V2 > 3,41-dal behelyettesitjiik, maris a

2 b? 2¢
— = <4 34171
3Aln 1 T ’ s

egyenl6tlenséget kapjuk n meghatarozéasara.
Az emlitett masodfoki polinom esetében legegyszeriibb ténylegesen elvégezni a beszorzasokat, és azt talaljuk, hogy
ezen az uton 21-edfoku polinommal ériink célhoz.



