Megoldas. Feltessziik, hogy a kiilonféle lottészelvények kiilonféleképpen vannak kitdltve. Vegyiink egy tetszéleges
L, lottoszelvényt. A tobbi 5° — 1 db lottészelvény mindegyike tartalmazza az Li-en levs 5 szam valamelyikét. Az L;-en
levé 5 szam koziil tehat legalabb az egyiket a tobbi szelvények koziil legalabb 5% tartalmazza. Valasszunk ki egy ilyen
szamot, jeloljiik ezt a-val. a-t tehat (Li-et is beleszamitva) t6bb, mint 5% szelveny tartalmazza. Ha minden szelvény
tartalmazza a-t, akkor az allitds helyes. Ha nem, legyen Lo egy olyan szelvény, amely nem tartalmazza a-t. Az a-t
tartalmazo, tobb mint 5% szelvény mindegyike tartalmaz legalabb egy Lo-n levé szamot. Tehat az Lo-n levé 5 szam
koziil legalabb az egyiket (mondjuk b-t) az a-t tartalmazé szelvények koziil tobb, mint 5% kell, hogy tartalmazza. Ha
minden szelvény tartalmazza a és b koziil legalabb az egyiket, készen vagyunk. Ha nem, legyen L3 egy sem a-t, sem b-t
nem tartalmazo szelvény. A fenti gondolatmenetet megismételve taldlunk Ls-on egy olyan ¢ szamot, hogy t6bb mint
52 szelvény van, amelyik a, b, ¢ mindegyikét tartalmazza. Ismét készen vagyunk, vagy van olyan L4 szelvény, ami a,
b, c egyikét sem tartalmazza, és ekkor ezen taldlunk olyan d szadmot, hogy tobb, mint 5 szelvény tartalmazza a, b, c,
d mindegyikét. Ha lenne olyan Ls szelvény, amelyik a, b, ¢, d egyikét sem tartalmaznd, akkor az Ls-0n levs 6t szam
egyike, mondjuk e, olyan lenne, hogy tobb, mint 1 szelvény lenne, amelyik a, b, ¢, d, e mindegyikét tartalmazna. Mivel
ez feltevésiink szerint lehetetlen, bebizonyitottuk, hogy az a, b, ¢, d szdmnégyes rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

Megjegyzések. 1. Arra a feltevésre, hogy kiilonboz6 szelvények kiilonboz6képpen vannak kitoltve, valoban sziikség
van. Konnyen konstrualhatunk olyan példat, ami ezt mutatja. Valasszunk ki pl. az els6 9 természetes szam koziil
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minden lehetséges médon 5-0t. Ez (5 = 126-feleképpen lehetséges. Ezutan az 5° szelvény mindegyikén ezen 6t6s6k

valamelyikét jeloljiik ki, mégpedig a 126 db 6t6s mindegyike legalabb egy szelvényen legyen kijelolve. Konnyen lathato,
hogy ekkor barmely két szelvény tartalmaz kozos szamot, mégsem talalhatunk a mondott tulajdonsaggal rendelkezd
szdmnégyest.

2. Ha vesziink 5° db kiilonbozéképpen kitoltott lottoszelvényt, ugy hogy barmely kettének van kozos eleme, akkor
vildgos, hogy van 5 olyan szam, hogy minden lottészelvény tartalmazza ezen 5 szam koziil legaldbb az egyiket. Pl.
akarmelyik lottoszelvényen megjelolt 5 szam megfelel. Nehezebb (és éppen ez volt a feladat allitasa), azt bizonyitani,
hogy mar 4 szam is talalhato a kivant modon.

Nem javithato-e a 4 tovabb 3-ra, azaz nem igaz-e, hogy mindig van 3 olyan szadm, hogy mindegyik lottészelvény
tartalmazza e 3 szam valamelyikét? Megmutatjuk, hogy nem.

Rendezziik el az 1-t6] 10-ig terjedd szamokat az alabbi séma szerint:

Valasszuk ki ezek utdn az Osszes olyan szadmnégyest, amit igy kapunk hogy valamelyik szintrél az 6sszes szamot
vessziik, minden alatta levé szintrél 1-1 szamot vesziink, a f6lotte levs szintekrdl pedig nem vesziink szdmokat.
Ilyen négyesek pl.:

1 2 5 8
1 2 6 7
2 3 4 10
4 5 6 8
7 8 9 10

Osszesen 4 o4 o4
ﬂ+5+§+az4-3~2+4-3+4+1:41
ilyen szamnégyes van. Konnyen latszik, hogy barmely kettének van kozos eleme, és nem taldlhaté 3 olyan szam, hogy
mind a 41 szamnégyes tartalmazna ezen 3 szam valamelyikét.

Vegyiik ezutéan hozza mindegyik négyeshez a 11-t6l 90-ig terjeds szamok mindegyikeét. Igy
41 - 80 = 3280

szamotost kapunk dgy, hogy barmely kettének van kozos eleme és nincs 3 olyan szdm, hogy mindegyik szamo6tos
tartalmazna e 3 szam valamelyikét. E szamotosok szama még tobb is, mint a kivant 3125 = 5°. Ha azt akarjuk, hogy
szamuk pontosan 3125 legyen, hagyjunk el 155 db-ot koziiliik, csak arra vigyazva, hogy az elhagyas utan is még mind a
41 szamnégyest legalabb egy megmaradt szamotos tartalmazza. Nem nehéz belatni, hogy ez a konstrukcié rendelkezik
a kivant tulajdonsaggal.

3. Mint lathato, a feladat bizonyitdsaban nem hasznaltuk ki, hogy éppen 90 szam koziil valaszthatok az 6tosok.
Valojaban azt bizonyitottuk, hogy akidrhogy valasztunk (barmely elemekbdl képzett) 5° db 5-elemii halmazt tgy, hogy
barmely két halmaznak van kozos eleme, akkor mindig talalhaté 4 olyan elem, hogy mind az 5° db halmaz mindegyike
tartalmazza e 4 elem koziil legalabb az egyiket.



Altalanosabban a kiovetkezd igaz: ha van n™ db n elemi halmaz (n > 2) tgy, hogy barmely kettének van kozos
eleme, akkor talalhatoé (n — 1) db elem tgy, hogy barmely halmaz tartalmazza ezen (n — 1) elem koziil legalabb az
egyiket. Ennek bizonyitasa teljesen megegyezik a fent kdzolt bizonyitassal, csak éppen az ott szerepld gondolatmenetet
nem 5, hanem n 1épésen keresztiil kell megismételni.

4. Az eddig targyalt problémakor matematikai tartalma még altalanosabban a kovetkezs: Ha vannak n elemi
halmazok tgy, hogy barmely kettének van kozos eleme, tovabba tudjuk, hogy nem taladlhat6 n-nél kevesebb elem tugy,
hogy mindegyik halmaz tartalmazza ezen elemek valamelyikét, akkor ezek az n elemd halmazok nem lehetnek sem til
sokan, sem tul kevesen.

Mennyi itt a ,tal sok”? A 3. megjegyzésben lattuk, hogy n'*-t mar biztosan nem érheti el a szdmuk. Méasrészt a
2. megjegyzésben leirt konstrukciét n szintbél allé6 szamharomszogre altalanositva latjuk, hogy

n!  n! n!
n elemd halmaz még talalhat6 a fent leirt moédon.

(Itt e = 2,71828.. .. és [z] jeloli a legnagyobb olyan egész szamot, amelyik nem nagyobb z-nél.)

Nagy n-re [(e —1)-n!] sokkal kisebb, mint n”. Hogy [(e —1)-n!] és n” kozott hol kezd6dik a ,til sok”, nem tudjuk.

Mennyi a ,tal kevés”? Nem nehéz belatni, hogy 2(n — 1) mar tal kevés. Ha ugyanis legfeljebb ennyi halmazunk van,
akkor kettenként véalaszthatunk hozzéjuk egy-egy elemet, ami annak a kett6nek mindegyikében benne van, (hiszen
barmely két halmaznak van kozos eleme) és igy legfeljebb (n — 1) elemre lesz sziikségiink.

Véges projektiv sikokfY segitségével tudunk olyan halmazszamot is megadni, amennyi mar nem ,til kevés”. Vegyiink
egy olyan véges projektiv sikot, amelyen minden egyenesnek n pontja van. Ilyen mindig talalhatd, ha n—1 primhatvany.
Az egyenesek lesznek a szoban forgd n-elemii halmazok, szamuk n? — n + 1. Barmely kett metszi egymast, és nem
nehéz belatni, hogy nem adhat6 meg tgy (n — 1) pont, hogy minden egyenes tartalmazza legalabb az egyiket koziiliik.

Finomabb moédszerek alkalmazasaval ErdGs Pal és Lovéasz Laszlo kimutatta, hogy a ,tul kevés” valahol gn — 3 és

c-n’/? -log n kozott ér véget, ahol ¢ alkalmas konstans. Hogy pontosabban hol van ez a hatar, az ez id§ szerint szintén
nem ismeretes.

LA véges projektiv sik definicioja és elemi tulajdonsagai megtalalhatok pl. a K.M.L. 51/2 (1975. oktober) szamaban az 53. oldalon
kezd6d6 cikkben, vagy az alabbi szakkdri filizetben:
Lovdsz—Pelikdan—Vesztergombi: Kombinatorika. 2. kiadas (Tankdnyvkiado, Budapest, 1972. 128. old.)



