I. megoldas. Allapitsuk meg el6szor, hol helyezkedik el a P pont. Megmutatjuk, hogy nem lehet az AB, AD
félegyenesek meghatarozta, C-t tartalmazoé szogtartomanyban. Valéban, az itt fekvs P pontokraEl a PAB< része a
DAB<-nek, a PCB< viszont tartalmazza a DAB<-gel egyenlé DC B<-et.

P

1. dbra

Hasonl6an nem lehet P az A-t tartalmazo DC B szogtartoményban sem, tehat vagy az AB és C'B egyenesek B-n
tuli meghosszabitasai kozti kenvex szogtartoméanyban van, vagy AD-nek és C'D-nek a D-n tuli meghosszabitasai kozt.

Feltehetjiik, hogy az elébbiben, mert ellenkezs esetben az ellentétesen iranyitott BAP és BC' P szogekkel egyiitt
a paralelogramma A-ndl, ill. C-nél levs szogével csokkentett DAP és DCP szogek nagyséaga is egyenls és iranyitasuk
ellentétes. Igy tiikrozve a paralelogramma kozéppontjara, visszavezettiik a problémat arra az esetre, amikor P az AB
és C'B meghosszabbitasa hatarolta tartomanyban van.

Toljuk el a P pontot a BC vektorral. Uj helyzete legyen Py (2. abra). Ekkor a DC'P; haromszog az ABP haromszog
eltolt képe, BPP,C' pedig paralelogramma. A Py DC< és a PAB< irdnyitas és nagysag szerint megegyezik. Utobbi a
feladat feltétele szerint a BC P<t-gel egyezik meg nagysagban és irdnyitasra is, ez pedig a P PC'<-gel, mert a BPP,C
paralelogramma kozéppontjara valé tiikrozés egymasba viszi at a kettGt.

2. dbra

Azt nyertiik tehat, hogy a P-t és a D-t Pj-gyel OsszekotG egyenest egyezd irdnyban egyenls szoggel elforditva
kapjuk a C-n atmend egyeneseket. Ez azonban azt is jelenti, hogy C, D, P és P, egy koron van. Ekkor a P-t és Pj-et
C-vel 6sszekotd egyeneseket is egyezd irdnyu és nagysaga forgas viszi at a P-t ill. Pi-et, D-vel 6sszekotd egyenesekbe.
A P,C, P D egyeneseket viszont C'B vektorral eltolva a PB, PD egyeneseket kapjuk. Az el6bbit az utobbiba tehat
ugyanolyan irdnyt és nagysagu forgas viszi at, mint PC-t PD-be. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.

Megjegyzések. 1. A keriileti szogek tételét nem egészen megszokott formaban fogalmaztuk meg. Ezt azért tettiik,
mert ebben a forméaban sziikséges és elégséges feltételét kapjuk annak, hogy négy pont egy kordn fekiidjék, anélkiil,
hogy vizsgalni kellene a pontok egymashoz viszonyitott elhelyezkedését a sikban.

Az A, B, U, V pontok akkor és csak akkor vannak egy kéron, ha az AU és BU egyenest ugyanolyan nagysdgi €és
irdnyi elforgatds viszi dat az AV, ill. BV egyenesbe (3. dbra).

LAz abran a szdgek iranya ellentétes



3. dbra

A tétel ilyen megfogalmazasat hasznélva elhagyhatjuk azt a feltevést is, hogy a P pont a paralelogramman kiviil
van. Minden esetben igaz, hogy ha a feladat tovabbi feltételei teljesiilnek, akkor a P-t B-vel, ill. C-vel 0sszekdts
egyenes egyezd nagysagu szoggel forgathato egyezs irdnyban az A-val, ill. D-vel 6sszek6ts egyenesbe. A fenti bizonyitas
valtoztatéas nélkiil érvényes marad, amint az a 4. 4bran kénnyen kévethetd.

4. dbra

2. Az el6z6 megjegyzésben megfogalmazott tételt, illet6leg annak megfelel§ 6sszefiiggéseket altalaban a kozépponti
és keriileti szogek kozti Osszefiiggésbdl szokas levezetni, a tétel azonban kénnyen belathato kozvetleniil is.

Elgszor kissé modositjuk a keriileti szog és a belefoglalt koriv fogalmét. Keriileti szognek nevezziik két egyenes
szOgét, ha az egyenesek a kor keriiletén metszik egyméast. Tekintsiik az egyenesek masik metszéspontjat a korrel. A
két egyenes szoge altal befoglalt koriven a kornek a metszéspontok kozti két ive koziil azt értjiik, amelyiket a két
egyenes adott nyilasszogl szogtartomanya tartalmaz. Ha az egyenesek irdnyitott szogét tekintjiik, akkor a befoglalt
ivet is irdnyithatjuk az els6 szogszarral valé metszésponttol a masodik szdgszarral valé metszéspont felé. Nem zarjuk
ki azt sem, hogy az egyik szogszar érints legyen; ez esetben az ezzel a szarral val6 ,ymasodik metszéspont” is jelentse
az érintés pontot (5. abra).

5. dbra

A keriileti szog ilyen értelmezésével megengedtiink olyan eseteket is, amelyeknél a szog csucsa a befoglalt koriven
van és nem csak a 180°-ra kiegészitd szoget tekintjiik mint a teljes korré kiegészits iven nyugvo keriileti szégetE

A kovetkezo tételt bizonyitjuk be:

Adott kér két (iranyitott) kerileti szoge akkor és csak akkor foglal be nagysdgra és irdnyra egyenld fveket, ha egyenldk.

A tételbdl nyilvanvaloan kovetkezik az el6zd megjegyzésben kimondott tétel. Ha ugyanis A, B, U, V egy koron
fekszik, akkor az AU, AV egyenesek szoge is, a BU, BV egyeneseké is ugyanazt az UV ivet foglalja magaba, tehat
egyenlgk.

Ha viszont AU és AV nagysagra és iranyra ugyanakkora szoget hataroz meg, mint BU és BV, akkor elGszor is
nem lehet A, B és U egy egyenesen, mert akkor AU-val, ill. BU-val egyenls szoget bezard egyenesek parhuzamosak
lennének, nem lehetne egy kozos V' metszéspontjuk, kivéve, ha egybeesnek ekkor sincs azonban egy meghatarozott V
metszéspont.

Létezik tehat egy egyértelmiien meghatarozott, A-n B-n, és U-n atmend kor. Messe ez AV-t V'-ben. Ekkor BU és
BV’ szige megegyezik AU és AV szogével, tehat feltétel szerint BU és BV szdgével is, BV tehat egybeesik BV'-vel
és igy AV-vel valo V metszéspontja is V'-vel. Ez azonban éppen azt jelenti, hogy A, B, U, V egy korén van, és ezt
akartuk belatni.

Bizonyitsuk be ezutédn a font kimondott tételt, legyen a korben két keriileti szog. Az egyiket alkossak az e és f
egyenesek, a masikat a g és h egyenesek. Forgassuk el az utobbit tgy, hegy az elforgatott g; és hy egyenes koziil g1

2Ezért latszott célszertibbnek befoglalt ivrél beszélni, mint arrél az ivrél, amin a szog nyugszik.



legyen parhuzamos e-vel. Jeloljik a szogek csucsat A-val, ill. B-vel, e, f, g1, h1 mésik metszéspontjat a korrel E, F
G1, Hy-gyel (6. abra).

Hy

Hy

6. dbra

Két allitast kell belatnunk.

a) A szogek egyenldségébél kovetkezik az iveké: ha e és f szOge megegyezik g1 és hy szogével, akkor h; is parhuzamos
f-fel. Az AE és BG; parhuzamos hurok felezd merélegese a kornek egyarant dtmérGje és parhuzamosak, tehat egybe-
esnek. Az EG; ivnek erre az atmérdre vett tiikdrképe az AB iv, ezek tehat egyenlSk és ellentétes iranyiak. Hasonldan
az F'Hy iv is egyenl6 AB-vel és ellentétes irany, tehidt EGp és F'Hy egyezs irdnyd és nagysagu. Ekkor azonban E'F
és (G1 H, is egyezl irdnyu és nagysagu, mert az el6bbi az EG, és G1 F ivek Osszege, az utébbi pedig Gy F-b6l az F Hy
iv hozzaadasaval keletkezik.

b) Az ivek egyenléségébdl kivetkezik a szigeké: Ha az EF és G1H; ivek irdnyra is, nagysagra is megegyeznek,
akkor FGy = EF + FG, és FHy = FGy + G1H; ivek is megegyeznek. Mivel e || g1 most is fennall, igy EG; és AB
egyez6 nagysagu és ellentétes irdnyu ivek. Ekkor azonban ugyanez all az AB és F'Hy ivekre is. Ha tehat tiikkroziink
az AF' hurt merglegesen felezé atmérdre, akkor B tiikorképe H; lesz. Eszerint a BH; egyenes, vagyis hy is meréleges
a tiikkortengelyre, tehat parhuzamos f-fel. Ekkor azonban g; és hy szdge megegyezik e és f szogével, és ezt kellett
belatnunk.

II. megoldas. A P pont rombusz esetén a BD atlo egyenesének a paralelogramman kiviili részén van, mert a
BD-re val6 tiikkrozés A-t C-be és igy a BAP szoget a BC'P szbgbe viszi at.

Ha a paralelogramma nem rombusz, akkor mérjik az A-bdl indul6 és B-n dtmend félegyenesre az ABy = AD
tavolsdgot. A Bi-en at AD-vel parhuzamosan hizott egyenes messe a C'D egyenest Ci-ben. Egy P; pont, amely az
AB;C1 D paralelogrammara vonatkozodan elégiti ki a feladat feltételeit, a DB; atlo egyenesén van. Szimmetria folytan
feltehetjiik, hogy a Bi-en tuli meghosszabbitason (7. dbra).

Cy

7. dbra

Toljuk el a B1Cy Py, szoget ugy, hogy B1C1 menjen at BC-be. Ekkor P; az AP; egyenes mentén mozdul el és jut a
P pontba. Ez a BC egyenes ellenkez6 partjan van mint A, mésrészt az egész A-bol indulé Pj-en dtmend félegyenes AB



ellenkez6 partjan van, mint a paralelogramma. Igy P az AB és C'B egyenesek B-n tuli meghosszabbitasai hatéarolta
sikrészben van.

Messe AB és CB egyenese a CP, ill. AP egyenest E-ben, ill. F-ben. Megmutatjuk, hogy az APCD és EPFB
négyszogek hasonloak, a cstcsokat felsorolt sorrend szerint feleltetve meg egymadasnak. (8. abra)

D C

8. dbra

Valoban P-nél levé szogiik kozos; masrészt EBF < = ABC'<, mert egymas cstcsszogei, viszont ABC<t = ADC<;
végiill BEP< = DCP< = DAP<. Az utobbi egyenl6ség épp a feladat feltétele folytan all fenn.
Az ABF és CBE haromszog hasonld, mert A-nal és C-nél feltétel szerint egyenls szog van, a B-nél levs szogek
pedig csucsszogek. Ebbdl kovetkezik, hogy
BE BC AD
BF  BA CD’
azaz a két négyszog egy-egy egymasnak megfelel§ oldalparjanak az aranya is megegyezik. Ebb6l mar kovetkezik a két
négyszog hasonlésaga és ebbdl az, hogy az atlok az egymasnak megfelels oldalakkal egyenls szdget zarnak be. Igy
APD< = EPB< = CPB<. Ezzel a feladat allitasat bebizonyitottuk.



