A szoban forgo feladat igy szolt:

Adott a térben n sik (n > 5) gy, hogy barmelyik hdromnak pontosan egy kiézis pontja van és nincs a térnek olyan
pontja, amelyen kézilik haromndl tobb menne dt.

tetraéder van.

Bizonyitsuk be, hogy azon térrészek kozott, melyekre a sikok a teret daraboljak, legaldbb

2n —3

A megoldésokat ismertetd cikkberll felvetettiik a kérdést, hogy mennyire éles a -es korlat; nem helyettesithets-
e jobbal? A valasz igenld; koriilbeliil versenyiinkkel egy id6ben R. W. Shannon fiatal amerikai matematikus kimutatta,
hogy:

1. tétel. Han sik (n > 4) a feladatban tett kikotéseknek eleget tesz, gy az dltaluk létrehozott térrészek kizott legaldbb
(n — 3) tetraéder van.

Valojaban a fenti allitas torténete bonyolultabb. Hogy megértsiik, tekintsiink elGszor egy egyszertbb esetet, a sikbeli
egyenesek esetét. Legyenek eq, eo, ..., e, sikbeli egyenesek (n > 3), melyek koziil nem megy at harom egy ponton
és melyek kozott nincsenek parhuzamosak. Hany haromszog van legalabb az altaluk létrehozott sikrészek kozott? A

2n — 2
versenyfeladat megoldasat kovetve lathatjuk, hogy legalabb nT (hacsak n > 4); vizsgaljuk meg, éllithatunk-e

tobbet?
Az n = 3 és 4 esetekben lényegéberﬂ csak egyféleképpen helyezhetiink el n egyenest, ezeket az elhelyezéseket az 1.

abra mutatja.
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1. dbra

A haromszogek szama 1, ill. 2. Az n = 5 esetre mar 6 lényegesen kiilonb6z6 elrendezése van az egyeneseknek;

mindegyikben legalabb 3 haromszoget szamolunk (2. abra).
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2. dabra

Ha 6 egyenesnek felrajzoljuk néhany elhelyezését, mindig legalabb 4 haromszoget talalunk (3. abra).

!Suranyi Janos-Lovasz Laszlo: Az 1973. évi Kiirschak Jozsef matematikai tanuloverseny feladatainak megoldasa, K. M. L. 48 (1974)
49-55. oldal.

2Kzen azt értjiik, hogy n (= 3, 4) egyenes két kiilonboz6 elhelyezése esetén az egyik elhelyezés egyenesei, ill. sikrészei megfeleltethe-
t6k (kolcsonosen egyértelmiien) a masik elhelyezés egyeneseinek, ill. sikrészeinek gy, hogy a megfelel§ sikrészeket a megfelel6 egyenesek
hatéaroljak.



3. dbra

Ezek a szamadatok azt sugalljédk, hogy:

2. tétel. Ha n egyenes ugy helyezkedik el a sikban, hogy semelyik harom nem halad dt egy ponton és semelyik kettd
sem pdrhuzamos, akkor azon sikrészek kozitt, melyekre az egyenesek a sikot daraboljik, legaldbb (n—2) hdromszdg van.

Ezt az éllitast, valamint térbeli megfelelGjét, melyet fent idéztiink, S. Roberts fogalmazta meg 1889-ben. Bizonyitasa
azonban annyira vazlatos volt, hogy azt nem sikeriilt teljessé tenni; Branko Grinbaum néhény évvel ezel6tt megoldatlan
problémaként emlitette ezt. R. W. Shannon munkaja a sikbeli és térbeli problémara egyarant valaszt ad; bizonyitasa
azonban olyan eszkozoket hasznal, melyeket itt nem ismertethetiink. Igy arra fogunk szoritkozni, hogy egy rokon
probléma megoldasat bemutassuk, (melyhez hasonlé lépések, és még sok més, Shannon bizonyitasaban is szerepelnek).

El6szor is megjegyezziik, hogy van n egyenes a sikban, melyek k6zott nincsenek parhuzamosak és semelyik hdrom
nem megy at egy ponton, és melyek pontosan (n — 2) haromszoget hataroznak meg.

Tekintsiik ugyanis egy k kor n kiilonboz6 érintéjét, melyek egyazon félkorivet érintenek (4. abra). Ezek az egyenesek
nyilvan nem péarhuzamosak és nem halad at semelyik hdrom egy ponton.

4. dbra

Az olvasora bizzuk annak igazolasat, hogy ekkor pontosan (n — 2) haromszogtartomany keletkezik.
Modositsuk most feladatunkat agy, hogy tekintsiik haromszognek a szogtartomanyokat is. Hany, ilyen értelemben
vett ,haromszog” lesz akkor? n = 3, 4, 5-re azt talaljuk, hogy legalabb 4, 5, 6; sejthetjiik tehat, hogy

3. tétel. Ha n(> 3) egyenes kozott nincs két pdrhuzamos és hdrom egy ponton dtmend, akkor azon sikrészek kizitt,
melyekre a sikot osztjik,a hdromszdgek és szogtartomdnyok egyittes szama legaldbb (n + 1).

Hogy viszonylik ez az allitas a 2. tételhez? A 2. tétel szerint van legalabb (n — 2) haromszog; meg fogjuk mutatni,
hogy van legalabb 3 szogtartomany. Igy a 2. tételbsl kovetkezik a 3. tétel. Itt most megmutatjuk, hogy a 3. tétel
kozvetleniil is bizonyithato.

4. tétel. A 3. tétel feltételeivel a sikrészek kézott legaldbb 3 szdgtartomdny van.

Bizonyitds. Tekintsiik az egyenesek 0sszes metszéspontjainak halmazat és ennek konvex burkat. Ez konvex sokszog,
igy legalabb 3 csticsa van (hiszen a metszéspontok nem lehetnek mind egy egyenesen). Legyen P egy csicsa a konvex
buroknak és a, b azon két egyenes, melyek P-ben metszik egymast.

Marmost a-nak P altal hatarolt két félegyenese koziil az egyiken nincs tovabbi metszéspont, kiilonben P nem
lehetne csticsa a konvex buroknak; legyen ez a;. Ugyanigy, b-nek valamelyik, P &ltal hatarolt b; félegyenesét sem
metszi tovabbi egyenes. Ekkor az a1 és by altal alkotott konvex szogtartoményba a tobbi (n — 2) egyenes nem metsz
bele; ez a szogtartomany tehat egyike a tekintett sikrészeknek (5. abra).



Igy a konvex burok minden cstcséhoz illeszkedik egy olyan sikrész, mely szogtartomany; az ilyen sikrészek szama
tehét legalabb 3.

Hasonlé gondolatmenettel bizonyithaté allitasunk térbeli megfelel&je:

5. tetel. Ha n(> 4) sik kézil barmely hdromnak van kézos pontja és semelyik négy nem halad dt egy ponton, a sikok
dltal létrehozott térrészek kozétt legaldbb 4 triédertartomdny (hdrom szégtartomdny dltal hatdrolt térrész, ,térszog”)
van.

A 3. tétel bizonyitasa el6tt egy segédtételt igazolunk:

Segédtétel: Az adott egyenesek mindegyikére legaldabb harom olyan sikrész illeszkedik, mely haromszog vagy sok-
szogtartomany.

Bizonyitds. Legyenek eq, ..., ey, a tétel feltételeit kielégité egyenesek az S sikban; megmutatjuk, hogy pl. ej-re
legalabb harom haromszog, ill. szogtartomany illeszkedik. A bizonyitas alapgondolata az, hogy ha az adott egyeneseket
egy masik sikra vetitjiik tgy, hogy az e; egyenes a ,végtelenbe” keriiljon, akkor az e;-re illeszked6 haromszogek és
szogtartomanyok az 4j egyenesek alkotta szogtartomanyoknak fognak megfelelni. Ez utobbiakrol mar tudjuk, hogy
szamuk legalabb 3.

Legyen tehat S’ olyan sik, mely S-et e;-gyel parhuzamos ¢/ egyenesben metszi; legyen f e1-gyel parhuzamos egyenes
S’-ben. Fektessiink ej-en at S’-vel és f-en 4t S-sel parhuzamos sikot; legyen P ezek metszésvonaldnak egy pontja.

Vetitsiik marmost az es, ..., e, egyeneseket P-bél S'-re; legyenek fa, ..., fn a kapott egyenesek. Ekkor megalla-
pithatjuk, hogy

(a) az f, f2, ..., fn egyenesek kozott nincsenek parhuzamosak;

(b) az f, fa, ..., fn egyenesek koziil nem megy &t harom egy ponton;

(c) ha ey, e;, € (1 < i < j < n) olyan haromszoget alkotnak, melybe tovabbi e egyenesek nem metszenek bele,
akkor f;, f; ilyen tulajdonsagi szogtartomanyt hatarol és viszont;

(d) ha ey, e; olyan szogtartomanyt hatarol, amelybe masik e nem metsz bele, akkor f, f; ugyanilyen tulajdonsaga
szOgtartomanyt hatarol (6. abra).

6. dbra

Ezen allitasok igazolasat az olvaséra hagyjuk. A fenti megfigyelésekbdl lathatjuk, hogy f, fo, ..., fa, legalabb 3
szogtartoméanyt hoz létre a 4. tétel szerint. Mivel (c), (d) szerint ezen szogtartomanyok mindegyikének megfelel az S
sikon egy ej-re illeszked§ haromszog vagy szogtartomany, és ily médon az utébbinak szama legalabb harom. Ezzel a
segédtételt igazoltuk.



A 3. tétel marmost egyszerid szamolassal adodik. Az n egyenes mindegyikére illeszkedik, a segédtétel alapjan, leg-
alabb 3 haromszog vagy szogtartomany; igy legaldbb 3n haromszoget és szogtartoményt szdmolunk. Persze, minden
ilyen sikrészt tObbszor is szamoltunk; a haromszogeket mindharom oldalegyenesiiknél, tehat 3-szor; a szdgtartomé-
nyokat két hatarold egyenesiiknél, tehat 2-szer. Szamoljuk ezért hozzd még egyszer a szogtartomanyokat; igy mar

(3n + 3) szOgtartomanyt és haromszoget szamolunk legalabb. A (3n 4 3)-at még 3-mal osztani kell, hogy a haromszo-

3+ 3
" 41 Buzel a 3. tételt

gek és szogtartomanyok szamara alsé korlatot kapjunk. Tehat ez a szam legalabb

bebizonyitottuk.

Végiil, hogy valamelyest érzékeltessiik R. W. Shannon bizonyitasanak menetét, tekintsiink 6 egyenest a sikban.
Shannon ekkor konstrudlt 6 sikot a térben agy, hogy az egyenesek &altal alkotott haromszogek a sikok &altal alkotott
triédertartoméanyoknak feleljenek meg. Igy az 5. tételb6l nyeri a 2. tétel allitasat 6 egyenesre.

A konstrukei6 leirdsa és n egyenesre valo altalanositisa azonban az tn. tobbdimenzios geometria eszkozeit igényli,
és igy nem fér bele e cikk kereteibe. Az 1. és 2. tételre elemi (vagyis a sik-, ill. térgeometria korében elvégezhetd)
bizonyit4s nem ismeretes, ami a tételek egyszerd alakjat tekintve igen meglepd. Ilyen bizonyitést talalni igen érdekes
volna.



