I. Megoldas. Megadunk egy utasitast arra, hogyan kell a még nem szinezett szakaszokat szinezni. Legyen AB
egy olyan szakasz, amelynek végpontjai az adott pontok koziil valok és amely még nincs kiszinezve. A feltétel szerint
létezik egy és csakis egy olyan tOrott vonal, mely eredetileg szinezett szakaszokbol all és A-t B-vel koti 6ssze. Jelolje
Vap ezt a torott vonalat. Legyen méarmost az AB szakasz

kék, ha V4 p paratlan sok kék szakaszt tartalmaz és legyen
piros, ha Vap paros sok kék szakaszt tartalmaz.

(Megjegyezziik, hogy ez a ,szinezési szabaly” akkor is érvényes, ha AB maér eleve is szinezett volt.)

Megmutatjuk, hogy a fenti ,szinezési szabaly” kielégiti a feladat kovetelményeit. Legyen e célbol ABC tetszsleges
haromszog, melynek cstcsai az adott pontok koziil valok.

ElGszor is megadhatd olyan D pont, melybdl az A-ba, B-be, C-be vezetd, eredetileg szinezett szakaszokbdl dllé Vp 4,
Vb, Voo utaknak nincsen D-t6l kiilonbozd kiozds pontjuk (megengedjiik itt, hogy D egybeessen pl. A-val, ekkor Vpa
egyetlen pontbol 4ll). Tekintsiik ugyanis az A-t B-vel 0sszekotd, eredetileg szinezett szakaszokbol allo V4 utat. C-bél
A felé elindulva a Vo4 taton, el6bb-utobb elérjikk a Vap at valamely D pontjat (ha C rajta fekszik a Vap aton, akkor
D = C; természetesen az is el6fordulhat, hogy D = A vagy D = B). Konnyen lathato, hogy az igy megszerkesztett D
pont a fenti kikotésnek eleget tesz (5. abra).



5. dbra

Marmost a fenti szinezési szabaly szerint, az AB, BC, AC szakaszok kozott rendre annyi kék van, ahédny paratlan
szam elGfordul az

x = a Vpa és Vpp utakon fekvs kék szakaszok szama,

y =a Vpp és Vpe utakon fekvs kék szakaszok szama és

z = a Vpco és Vpa utakon fekvs kék szakaszok szama kozott.



Mivel z 4y + z péros (hiszen Vpa, Vbp, Vbe utak minden kék szakasza kétszer van beszamitva ebbe az 6sszegbe), az
ABC haromszognek valoban péros sok kék oldala van.

II. Megoldas. Valasszunk ki egy tetszbleges Ag pontot és szinezziik ki sargara. Ezek utan a t6bbi pontot is
kiszinezziik sargaval és zolddel a kdvetkez6képpen: egy Ag-bol kiinduld, eredetileg is szinezett szakaszokbol allo torott
vonal mentén haladva, az i-edik pont legyen az (i — 1)-edikkel azonos szint, ha a kett6t 0sszekots szakasz piros, és
kiilonbo6z6 szind, ha az Osszekots él kék. Mivel a feltétel szerint barmely pontba egy és csakis egyféleképpen juthatunk
el ilyen torott vonalon, azért minden pont szine egyértelmiien meg van hatarozva.

Ezek utan a kovetkezd ,szinezési szabalyt” adhatjuk meg: az AB él legyen

piros, ha A, B mindegyike zold vagy mindegyike sarga, és legyen

kék, ha A, B kiillonb6z6 szintiek.

Megallapithatjuk, hogy az eredetileg megszinezett szakaszok e ,szinezési szabalynak” megfelel6en vannak szinezve.

Tekintsiink marmost egy tetszéleges ABC haromszoget, melynek csicsai az adott pontok koziil valok. Ha A, B, C
azonos szintek, akkor az AB, BC, AC szakaszok mindegyike piros. Ha, mondjuk A és B azonos és C t6liik kiilonb6z6
szind, akkor AB piros, AC' és BC' kék. A piros szakaszok szama tehat vagy 3 vagy 1, mindenképpen pératlan. Tehét
a megadott ,szinezési szabaly” a feladat kikotésének eleget tesz.

Megjegyzések. 1. Tobb dolgozat a pontok szama szerinti teljes indukciéval igazolta az allitast.
2. Megmutathato — erre tobb versenyzd utalt is —, hogy a szakaszoknak a feladatbeli szinezése egyértelmi. Legyen
ugyanis AB tetszGleges szakasz. A feltétel szerint A és B 0sszekothetd egy, eleve szinezett élekbdl allo

AgAr A, (Ag=A, A,=B)

torott vonallal. Marmost az AgA; As haromszogben paratlan sok piros élnek kell lennie, ez meghatarozza az AgAs
szakasz szinét. Igy az AgAyAs haromszogben mar két szakasz szine adott, ez meghatarozza az AgAs szakasz szinét.
Hasonléan tovdbbmenve lathatjuk, hogy az AB szakasz szine is egyértelmien meg van hatérozva.

3. Elegendé6 volna a feladatban annyit feltenni, hogy barmely két pont legfeljebb egyféleképpen kothets Gssze
eredetileg is megszinezett szakaszokbol allé torott vonallal. Ilyenkor ugyanis (mint az kénnyen igazolhato) meg lehet
még néhany tovabbi szakaszt szinezni ugy, hogy a kapott szakaszokra mar a feladat feltétele teljesiiljon.



