Harmadik feladat. Minden lehetséges modon elrendeziink egy sorban n fehér és n fekete golyot. Minden elrende-
zésben megdllapitjuk a szinvdltdsok szamdt. Bizonyitsuk be, hogy ugyanannyi elrendezésben van n — k szinvdltds, mint
ahdnyban n + k szinvdltds (0 < k < n).

I. megoldas. Kiszamitjuk, hogy hany golydelrendezésben van v szinvaltas. Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint,
hogy v péaratlan-e, avagy paros.

Elsd eset. Ha v paratlan, legyen v = 2a + 1. A golydelrendezés szakaszainak mondjuk a mas szind golyok altal
kozrefogott egyszini golyokat. Minthogy a szinviltasok szama 2a + 1, a szakaszok szdma 2a + 2, tehat a + 1 fehér
és ugyanannyi fekete szakasz van. Ha az a + 1 fehér szakaszt Osszetoljuk, az n fehér golyd soraban a szakaszhatéar
helyezkedik el. Ezek az n golyé soraban talalhato n — 1 golyokdzbdl a kozt jelolnek ki. A fekete golyokrol ugyanigy
elmondhatjuk, hogy golyéelrendezésiink az n fekete golyd sorat a + 1 szakaszra bontja fel, azaz e sor n — 1 golyokoze
koziil a kozt jelol ki (a 3. abra 1. részének elst két sora szemlélteti a mondottakat egy olyan golydelrendezésre, amelynél
n=6és v=",tehat a = 3).

lL.n=6v="7a=3 2.n=6v=4a=2
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3. dbra

Ilyen moédon minden vizsgalt golydelrendezés két n — 1 elembdl alkotott a-ad osztalyt kombinéciét szolgéltat.
Két-két golyoelrendezés azonban ugyanazt a kombinaciopart adja, ti. azok, amelyekben mind a fehér, mind a fekete
szakaszok hossza és elrendezése ugyanaz, csak éppen az egyik fehér, a masik pedig fekete szakasszal kezdédik. Akarho-
gyan valasztunk is meg egy kombinaciopart, tehat bontjuk a + 1 szakaszra a fehér golyok sorat és a fekete golyok sorat
is, e szakaszokat valtogatva sorbarakhatjuk és olyan golyo6elrendezést kapunk, amelyben v = 2a + 1 szinvaltas van. Ezt
a sorbarakast kétféleképpen végezhetjiik el, mert az elrendezést fehér szakasszal vagy fekete szakasszal kezdhetjiik.

Ezek szerint a v szinvaltast golyoelrendezések szdma a mondott két kombinécié megvalasztasi lehetGségei szamanak
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Ha a feladatban szereplé n — k szam péaratlan, akkor paratlan n + k is, hiszen a két szam kiilonbsége, 2k paros.
Eredményiink tehat mindkét esetben alkalmazhato, és v = n + k esetben
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az eredmény, ahol n — k = 2a + 1 mintadjara n + k = 2b + 1 hatarozza meg b értékét. Ezek szerint a +b=n—1, és a
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ami a fentiek szerint a kapott két eredmény egyenlGségét, tehat paratlan v esetére a feladat allitdsanak helyességét
mondja ki.

Mdsodik eset. Ha v paros, legyen v = 2a. Az els6 esethez hasonlbéan jarunk el, a goly6elrendezést ismét szakaszokra
bontjuk fel, és most 2a + 1 szakaszhoz jutunk. Ha az elrendezés fehér szakasszal kezd&dott, akkor a + 1 fehér és a
fekete szakasz van. Egyeldre figyelmen kiviil hagyjuk a fekete szakasszal kezd6d6 elrendezéseket, amelyekrdl a szineket
felcserélve hasonlot mondhatunk el. Ha az a + 1 fehér és a fekete szakaszt Osszetoljuk, az n fehér goly6 soranak n — 1
koze koziil a helyen, a fekete golyok soranak n — 1 koze koziil pedig a — 1 helyen van szakaszhatéar (a mondottakat a
3. abra 2. részének els6 két sora szemlélteti egy olyan golyoelrendezésre, amelynél n = 6 és v = 4, tehat a = 2).

Az els6 eset mintdjara elmondhatjuk most, hogy annyi v szinvaltéast golyoelrendezés van, ahényféleképpen két
n — 1 elemd halmaz egyikébdl a elemet, masikabol pedig a — 1 elemet kivalaszthatunk, megengedve, hogy a két halmaz
szerepet cseréljen. Itt a golyoelrendezések és a kombinacioparok egymashoz rendelése kolcsondsen egyértelmt, az els6



szakasz szinének megvalasztasa nem okoz kétféleséget, mert ha pl. 1-gyel tobb a fehér, mint a fekete szakasz, akkor a
sorbarakasukat fehér szakasszal kell elkezdeniink. A v szinvaltdst golyoelrendezések szama tehat
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ahol a 2-es szorzo6 az emlitett szerepcsere miatt 1ép fel.
Ha a feladatbeli n — k = 2a, akkor n + k is paros: n + k = 2b. Az n + k szinvaltasu elrendezések szama tehéat
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Minthogy most a + b = n, a binomialis egyiitthatok mar emlitett tulajdonsaga szerint
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a kapott két szamossag tehat paros v esetében is egyenld.

II. megoldas. A feladat két halmaz szamossaganak egyenlGségét mondja ki. Els6 megoldasunkban megszamlaltuk
mind a két halmazt és konstataltuk a két eredmény egyenlségét. Most megszamlalas nélkiil bizonyitjuk a két szdmos-
sag egyenl@ségét oly méddon, hogy a két halmaz elemei kdzott kolesonds egyértelmi hozzarendelést létesitiink. Ilyen
hozzarendelés természetesen csak akkor létesithets, ha mindkét halmazban ugyanannyi elem van.

Eljarasunk ennyiben eltér az elsé megoldéasétol, viszont lényegében mégis azzal azonos, mert annak alapja a kombi-

nacios egyiitthatok (7;) = <mﬂz k) tulajdonsaga volt, s ennek alkalmazésa helyett dolgozhatunk a kombinacioknak

azzal az egymashoz rendelésével, amely az emlitett tulajdonsagot szolgéltatja, ha ti. az m elembdl kivalasztott k-
adosztalya kombinacidhoz hozzarendeljiik az imént ki nem valasztott m — k elembdl all6 kombinaciét. Ezzel méasodik
megoldasunkat lényegében mar el6 is adtuk, csak egyes részletek tisztazasara van még sziikség.

Egy v szinvaltasos golyoelrendezés az els6 megoldas elGirdsa szerint az egyszint szakaszok Osszetolasa révén az n
fehér golyobol és az n fekete golyobol allo golydsor szakaszokra bontasat hatarozza meg. Uj szakaszokra bontashoz
jutunk, ha ott helyeziink el szakaszhatarokat, ahol az imént nem volt szakaszhatar. Az igy kapott szakaszokat valtakozo
szinekkel sorbarakjuk és 4j golydelrendezéshez jutunk. Ez a hozzarendelés azonban — mint az els§ megoldasban is
lattuk — nem egyértelmi, ha ugyanannyi fehér és fekete szakasz van. Ez paratlan v esetén kovetkezik be, s ekkor az
elrendezés szamara is ugyanannyi fehér és fekete szakasz adodik. Ezt a zavard kétféleséget megsziintethetjiik azaltal,
hogy paratlan v esetében megéllapodunk abban, hogy egy elrendezésbél szarmaztatott 0j elrendezés pl. ugyanolyan
szind szakasszal kezd6djék, mint amilyennel az eredeti kezd6dott. (Az Gj elrendezés szarmaztatasat a 3. dbra mutatja
be két esetben.)

Az igy létesitett hozzarendelés minden v szinvaltasia golyoelrendezéshez egy-egy 2n — v szinvaltasut rendel, mert
az n fehér goly6 sordban talalhato n — 1 koz és az n fekete golyd soraban talalhaté n — 1 koz, Gsszesen tehat 2n — 2
koz koziil v — 1 helyen volt szakaszhatér, s ezért az 1j szakaszkijeloléskor (2n — 2) — (v — 1) = 2n — v — 1 szakaszhatart
helyeztiink el, igy a két n-elemtd golybésorban egyiittesen 2n — v + 1 szakaszvég és ugyanennyi szakasz keletkezett, s
a valtakozo6 szinekkel torténd Osszerakas valdban 2n — v szinvaltasu elrendezést adott. Ugyanaz az el6iras, amely egy
v szinvaltasi elrendezésbdl egy 2n — v szinvaltashoz vezetett, egy ilyenbdl visszavezet az eredeti v szinvaltasthoz.
Ez biztositja, hogy valamennyi v = n — k szinvaltasu elrendezés halmaza és valamennyi 2n — v = n + k szinvaltasa
elrendezés halmaza kozott kolecsonos egyértelmi hozzarendelést 1étesitettiink. A két halmaz tehat egyenls szamossagu.



