textbfMasodik feladat. Adott a sikban egy egyenes, egy n cm sugard kor (n egész szam) és a korben 4n darab 1 cm-
es szakasz. Bizonyitsuk be, hogy hizhatd az adott egyenessel pdrhuzamosan vagy rd merdlegesen olyan hir, amelynek
legaldbb két szakasszal van kdzds pontja.

Megoldas. Vetitsiik a 4n szakasz mindegyikét az adott egyenesre (ezt vizszintesnek mondjuk) és egy ra mercleges
(fiiggolegesnek mondott) egyenesre. A vizszintes vetiiletek hossza legyen a1, ao,...,asn, a fliggslegeseké pedig by,
ba,...,ban. A feladat allitdsa egyértelmi azzal a kijelentéssel, hogy vagy a vizszintes, vagy a fiiggdleges vetiiletek
kozott van kettd, amelyeknek van kozos pontjuk.

Az i-edik szakasz olyan (esetleg szakassza elfajulo) derékszogl haromszog atfogoja, amelynek vizszintes befogoja
a;, fliggtleges befogoja pedig b; hosszusagu (1. abra).
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1. dbra

Minthogy a haromszog két oldalanak Gsszege a harmadiknal nagyobb,
a; +b; > 1.

Itt az egyenlGséget is meg kellett engedniink, mert szamolunk azzal, hogy a vetitett szakasz vizszintes vagy fiiggsleges.
Eredményiinkbél kovetkezik, hogy mind a 4n szakasz vetiileteinek Gsszege

Z a; + Z b; > 4n.
Itt és a kovetkezGkben is minden Osszegezés az ¢ = 1,2, ..., 4n értékekre terjed ki.

Ha a vizszintes vetiiletek kozott nincs két kozos ponta, akkor ezek egyiittesen nem fedik le az n-sugara kor 2n
hosszisaga vizszintes vetiiletét, tehat
Z a; < 2n.

Ugyanigy, ha a fiigg6leges vetiiletek kozott nincs két kozos ponti, akkor

sz < 2n.

Ha tehat egyik eset sem kovetkezik be, akkor

Zai+2bi<4n.

Ez ellentmond fenti eredményiinknek. Kell tehat, hogy a mondott két eset valamelyike bekovetkezzék, ami — mint
megéallapitottuk — a feladat allitdsanak helyességét mondja ki.

Megjegyzés. A feladat megoldasakor zart szakaszokra gondoltunk, azaz a szakaszokhoz végpontjaikat is hozzasza-
mitottuk. Igaz azonban a feladat allitasa nyilt, tehat végpontjaiktol megfosztott szakaszokra is, ennek bizonyitasahoz
azonban ki kell egésziteniink megoldasunkat.

Ha nyilt szakaszokkal dolgozunk, akkor a kor 2n hosszisaga vetiiletén elhelyezkedd, kozos pont nélkiili vetiileti
szakaszok hosszanak Osszege 2n is lehet, hiszen most a végpontjukkal érintkez6 szakaszoknak nincs kozos pontja. Igy

tehat csak Z a; < 2n, Z b; < 2n és ezekbdl a

> ai+d bi<4n

eredményhez juthatunk, ami nem jelent ellentmondést.
Ha azonban igy nem jutunk ellentmondashoz, tehat a feladat allitdsanak bizonyitasdhoz sem, akkor

Zai—l—Zbi:éLn,

tehét Zai = 2n. Ez azt jelenti, hogy a vizszintes vetiiletek (végpontjaikkal egyiitt) a kor teljes vizszintes vetiiletét,
az Ay By szakaszt beboritjak (2. dbra).



2. dbra

Ekkor a vetiiletek kozott van Ay kezdGpontu és B végpontu is. Ilyen vetiiletet azonban csak a kor vizszintes
AB atmérgGjén elhelyezkeds szakaszok adhatnak. Ebben az eddig el nem intézett esetben tehat az adott egyenessel
parhuzamos AB egyenes kielégiti a feladat kovetelményét, hiszen nemcsak kozos pontja van két szakasszal, hanem
tartalmazza is azokat.



