I. megoldas. Segédtételként fel fogjuk hasznélni, hogy egy konvex szégtartomény két pontjanak a szaregyenesektsl
valé tavolsagait Osszeadva akkor és csak akkor kapunk ugyanakkora Osszeget, ha a két pont Osszekots egyenese a
szogfelezére merdleges.

Tekintsiik ennek bizonyitasa végett az AOB konvex szogtartomanyban elhelyezkedé P pontot. Messe a P pontbodl
a szogfelezdre bocsatott meréleges a szarakat az A, B pontokban (5. abra).

Legyen OA = OB =t és a P pontnak az OA, OB egyenesektdl valod tavolsidga a és b. Minthogy az AOBA teriilete
az AOPA és BOPA teriiletének Osszege, e teriilet kétszerese at + bt = (a + b) t. Eszerint a

(P, AOB<) =a+b

tavolsagosszeg az AB szakasz minden pontjara ugyanakkora, és akkora, mint az A pont tavolsdga az OB egyenestsl.
Minthogy azonban az O A szar minden pontja az OB egyenest6l mas-mas tavolsagra van, a P és () pontok akkor és csak
akkor adnak ugyanakkora tavolsagosszeget, ha belsliik a szogfelez6re merdlegest bocsatva az O A szarnak ugyanahhoz
a pontjdhoz jutunk, ha tehat a PQ egyenes a szogfelezére meréleges.

A bizonyitasra térve feltessziik, hogy a feladat kovetelménye a konvex ABC D négyszogre teljesiil. A bizonyitast
kiséré 6. abra szandékosan torz, hiszen éppen azt kell bizonyitanunk, hogy csak paralelogramma adhatja a helyes
abrat, és ilyen abra annak felhasznalaséra csabitana, amit bizonyitani akarunk.
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6. dbra

A C ponton at a BAD< felezGjére merélegest bocsatunk. Messe ez az AB, AD szarakat az F, F' pontokban. Az
E ponton at AD-vel parhuzamost hiizunk, s ez a DC egyenest G-ben metszi. Hasonloan legyen H a BC' egyenes és
az F-en 4 AB-vel htuzott parhuzamos metszéspontja. A CBEA és CHF A, valamint ugyanigy a CGEA és CDFA
hasonlé, mert oldalaik paronként egy egyenesen vannak, illet6leg parhuzamosak. Ebb6l kovetkezik, hogy a CBEG és
CHF D négyszogek is hasonlok, hogy ezért C BG< = CH D<, hogy tehat a BG és DH egyenesek parhuzamosak.

Segédtételiink szerint (C, DAB<) = (E, DAB<), a parhuzamossag miatt (E, DAB<) = (G, ADC<), a feladat
feltevése szerint pedig (C, DAB<) = (B, ADC<). Ezekbdl (G, ADC<) = (B, ADC«<) kovetkezik, tehat segédtéte-
liilnk szerint az is, hogy a GB egyenes az ADC< felezGjére merdleges. Ugyanigy kovetkezik, hogy HD meréleges az
ABC< felezéjére. Minthogy azonban a most emlitett egyenesek parhuzamosak, az ABC< és ADC< felez6i is parhuza-
mosak. Ha tehdt a DC B<-et egy ezekkel a szogfelezGkkel parhuzamos egyenesre tiikrozziik, szarai a D AB< szaraival
parhuzamos helyzetbe jutnak. Ezért e szogek egyenlk, azaz az ABCD négyszogben A-nal és C-nél egyenls szogek
vannak. Ugyanigy adodik, hogy a négyszog masik két szemkozti szoge is egyenls, tehat a négyszog paralelogramma.



A paralelogramménak valoban megvan a feladatban leirt tulajdonsiga, mert barmely csicsbol indulunk is ki,
mindig a két magassig Osszegéhez jutunk. (Ez a megoldas Pogdts Ferenctdl és Herczeg Janostol valo.)

II. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha egy konvex ¢ sz0g egyik szarara a cstcstol felmérjiik a t tavolsagot, a
végpont a mésik szar egyenesétsl ¢ sin ¢ tavolsagra van.

A négyszog betiizését ugy valasztjuk meg, hogy az AB és DC félegyenesek és ugyanigy a C'B és DA félegyenesek
messék egymdst vagy parhuzamosak legyenek (7. abra).

Legyen B és a e félegyenesparok hajlasszoge, parhuzamossag esetén tehat a = 0 és § = 0 is lehetséges. Legyen
tovabba ABC< =7 — ¢ s igy BOD< = 3+ .

Jelolje C1 és Co a C pont vetiiletét az AD, AB egyeneseken, B1, By és Bs pedig a B pont vetiiletét az AD, CD
és CC4 egyeneseken. Ha a feladat kovetelménye a B és C' csicsokra teljesiil, akkor

CCy+CCy = BB, + BB>.

Mlnthogy COl — BBl = OBg,
OB3 + CO2 - BBQ;

amit e megoldas elsé bekezdése alapjan
BC sin a4+ BC sin (7 — ¢) = BC sin (8 + ¢)

alakban frhatunk, hiszen az itt felléps tavolsagokhoz tgy jutunk, hogy a CBBs<t = o, ABC<{ = 71— és BCD< = f+¢
sz0g egyik szarara felmérjiik a BC szakaszt, s a kapott végpontnak a mésik szar egyenesétdl valo tavolsagat tekintjiik.
Utols6 egyenletiinkb&l BC-vel osztva

sin a4 sin ¢ = sin B cos ¢ + cos [ sin ¢
adodik. Ehhez hasonloan, a feladat kovetelményének az A, B csticsokra vald teljesiilésére épitve azt kapjuk, hogy
sin B + sin ¢ = sin a cos ¢ + cos « sin .
Utolso két egyenletiinket Gsszeadva
(sin 4 sin B) (1 — cos ¢) + (2 — cos a — cos B) sin ¢ = 0.

Itt 0 < ¢ < 7 miatt mindkét tag masodik tényezGje pozitiv, elsé tényezsik viszont nem-negativak. Az egyenlGség tehat
csak ugy allhat fenn, ha
sin a + sin 8 =0, cos o+ cos f§ = 2.

Mivel 0 < a < 7w és 0 < 8 < 7, mindkét eredményiinkbsl a = § = 0 kovetkezik, ami éppen azt jelenti, hogy az ABC'D
négyszog parallelogramma.

Megjegyzés. Ez a megoldas valamivel egyszeriibbé valik, ha a jelolést tgy valasztjuk meg, hogy sin o > sin 3 is
teljesiiljon. Ekkor elég az el6z6 bekezdés alsd egyenletére épiteniink, mert ez

(sin @ —sin B) +sin B (1 —cos @) + (1 —cos ) sin ¢ =0
alakban irhato. Itt egyik tag sem lehet negativ, és dsszegiik 1 — cos ¢ és sin ¢ pozitivitdsa miatt csak akkor lehet 0, ha
sin « = sin S, sin 8 =0, cos B=1,

amibsl o = B = 0 kovetkezik.



II1. megoldas. Abbodl a megallapitasbol indulunk ki, hogy ha egy négyszog eleget tesz a feladat kévetelményének,
akkor az olyan masik négyszog is eleget tesz, amelynek oldalai az els6 négyszog oldalaival rendre parhuzamosak. Ez
kozvetleniil kiolvashaté abbol, hogy méasodik megoldasunk a kdvetelmény teljesiilését szdgek kozotti Osszefiiggésekkel
fejezte ki. Nem kell azonban ehhez szogfiiggvényekre sem hivatkoznunk. Elegends annak megdllapitasa, hogy a 7.
abra szaggatott vonallal koriilkeritett részét a BC szakasz és a négy oldalirdny mar meghatarozza. Ha tehat egy
rendre parhuzamos oldalakkal biré masik négyszogbd6l indulunk ki, az el6bbihez hasonl6 abrarészhez jutunk. Eszerint
a feladat kovetelményének a B, C' pontokra valé teljesiilését biztosité C'Bs + CCy = BB;y Osszefiiggés megfelelGje a
masik négyszogre is teljesiil. Ezért ez a négyszog is kielégiti a feladat kovetelményét, hiszen a B, C csticsok szerepét
itt barmely két cstics atveheti.

A feladat kovetélményét kielégits négyszog egyik oldalegyenesét parhuzamosan eltolva elérhetjiik, hogy az 4j konvex
ABCD négyszog két szomszédos oldala egyenls legyen, pl. AB = CB (8. abra).
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Jelolje Ay, A és Cp, Cy az A és C pont vetiiletét a CB, CD és AB, AD egyeneseken. Minthogy fenti megéllapi-
tasunk szerint a feladat kovetelménye az Uj négyszogre is teljesiil,

AAL + AAy = CCL+ CCy,
tehat az ABCA egyenl§ szarusagabol kovetkez6 AA; = C'Cy miatt
AAy = CCs.

Ezért a derékszogli ACA;A és CACyA egybevagd, s igy ACA;<t = CACy<. Az ABCA alapjan nyugvo szogek
egyenlGségét is figyelembe véve azt kapjuk, hogy az 0j négyszoghben A-nal és C-nél elhelyezkeds szogek egyenldk, s
ezért ez az eredeti négyszog megfelel§ szogeire is all. Ugyanigy adodik a masik két szemkozti szog egyenlésége, tehat
az is, hogy paralelogrammarol van sz6. (Ez a megoldas Bérdczki Kdrolytol valo.)

IV. megoldas. A feladat mit sem viltozik, ha benne nem a csicsnak a rajta at nem haladd oldalegyenesektdl
valo tavolsadgait adjuk Ossze, hanem mind a négy oldalegyenestsl valo tavolsag Osszegérdl szolunk, hiszen a cstcson
athaladé oldalegyenestdl vald tavolsag 0. A feladatot most ebben az alakban tekintjiik, és megoldasdhoz a vektorokra
vonatkozé alapismereteket is felhasznalunk.

Legyen n egy félsik hatéregyenesére meréleges, a félsik belseje felé mutatd egységvektor. Legyen A és B a félsik két
pontja, a és b pedig e pontok tavolsiga a hataregyenestdl (9. abra).
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Felhasznaljuk, hogy e tavolsagok kiilonbsége, azaz az A-bol B-be vezets v vektor n-nel parhuzamos GsszetevGjének
elGjeles hossza
b—a=vn.

Legyenek nj, na, n3, ny a feladat kovetelményeit kielégité négyszog oldalaira meréleges, a négyszog belseje felé mutato
egységvektorok, tovabbé a és b a négyszog két egymashoz csatlakozo oldalvektora (10. abra).
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10. abra

Minthogy a két végpontjara a négy oldalegyenestsl vald tavolsag Osszege ugyanakkora, e két Osszeg kiilonbsége,
azaz a megfelels tavolsagok kiilonbségeinek Osszege 0. A fentiek szerint tehat

an; +ang +ang +ang =a(n; + nz + ng +ny) =0.

A b vektorra ugyanigy
b(n1+n2+n3+n4) =0

adodik. Eszerint n; + na + ng + nyg merdéleges az egymassal nem parhuzamos a, b vektorok mindegyikére, ami csak
ugy lehetséges, ha
n; +ng +ng+nyg = 0.

Ha tehat e négy vektort egymashoz flizziik, zart négyszoget kapunk. E négyszdg mindegyik oldala egységnyi, tehat rom-
busz és szemkozti oldalai pArhuzamosak. Ezért az eredeti négyszog rajuk meréleges szemkozti oldalai is pArhuzamosak,
és e négyszog valéban paralelogramma.

Megjegyzések. 1. A feladat konvex négyszogrdl szolt. Megmutatjuk, hogy ez a megszorités felesleges, mert konkav
négyszogre a feladat kovetelménye nem teljesiilhet. Legyen az ABCD négyszogben a C' csicsnal konkav szog. A C
cstcson at a DAB< felezGjére merdlegest allitunk. Ez a négyszognek legalabb egy csticsat, pl. a B csicsot elvalasztja
az A csucstol (11. abra), hiszen a konkav szog nem helyezkedhetik el a merdleges egyenesnek egy oldalan.

D

11. dbra

Ezért az els6 megoldas segédtétele szerint az ott hasznalt jeloléssel (C, DAB<) < (B, DAB<). Minthogy itt a
jobboldalon a B pontnak az AD egyenestdl valo tavolsaga all, s ez kisebb, mint a B pontnak az AD, C'D egyenesektdl
valé tavolsagainak Osszege, a feladat kdvetelménye a B és C cstcsokra valoban nem teljesiilhet.

A feladat kovetelése konkav négyszogekre akkor sem teljesiilhet, ha az oldalegyenesektdl vald tavolsagokat elGjellel
latjuk el, negativnak mondva a tavolsédgot, ha a pont az oldalegyenesnek a mésik oldalan van, mint amerrél a négyszog
az oldalra tamaszkodik. Negyedik megoldasunk ezt is bebizonyitja.

2. A maésodik és negyedik megoldas mutatja, hagy a feladat allitdsanak helyességét mér az is biztositja, ha csak
harom cstcsra koveteljiik meg a tavolsagosszegek egyenlGségét. Ha ez az 6sszeg harom cstcsra egyenld, akkor eszerint
a negyedik cstcsra is ugyanakkora.

A legutébbi mondat megallapitdsa messzemenden altalanosithatd. Negyedik megoldasunk mintajara konnyen be-
lathato, hogy ha a sikban véges sok egyenest adunk meg, mindegyiknél megszabva, hogy melyik oldalan elhelyezkedd
pontokra mondjuk a pontnak az egyenestsl valo tavolsagat pozitivnak és melyikre negativnak, ha tovabba a sik harom
nem egy egyenesen levé pontjara az egyenesektdl valoé tavolsagok Osszege ugyanakkora, akkor a stk minden pontja
ugyanekkora tavolsagosszeget ad. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy ha egy konvex n-szdg esetében harom csicsra
az oldalegyenesektdl valoé tavolsdgok Osszege ugyanakkora, akkor ugyanekkora minden csiicsra, s6t az n-szog minden
pontjarais. A negyedik megoldas alapjan kénnyen belathato, hogy egy konvex n-szégnek akkor van meg a most emlitett
tulajdonsaga, ha oldalai egy egységoldald konvex n-szog oldalaira rendre merélegesek.



