A feladatban konvex sokszog szerepel, de ez a megszoritas nyilvan lényegtelen, a kovetkezGkben nem is tamasz-
kodunk réa. Ilyen megszorités nélkiil azonban zavarhatna a megoldét az a kérdés, vajon felbonthaté-e minden sokszog
egymést nem metsz6 atlokkal haromszogekre. Ez igy van, de ennek bizonyitdsa nem konnyd.

Lényegteleniil modosul a feladat, ha egymést nem metszé atlokkal valo felbontas helyett az n-szoget olyan hé-
romszoghalmaz egyesitéseként allitjuk el6, amelyben minden haromsz6g minden csticsa az n-szog csicsai koziil valo, s
amelyben nincs két egyméasra boruld haromszog. Ez az atszovegezés csak annyit valtoztat, hogy igy a feladat az n = 3
esetben sem veszti értelmét, mert a haromszoghalmaz egyetlen elembdl, magabol a haromszoghdl is allhat. Eszerint
ebben az esetben a feladat kovetelése és allitasa is teljesiil.

I. megoldas. Minden a felbontasban szerepls atlo a sokszoget két sokszogre vagja fel. Tekintsiik az igy kelet-
kez6 részsokszogek oldalszdméanak minimumat. Azt allitjuk, hogy ez a minimum 3, hogy tehat szerepel olyan atlo,
amely sokszoglinkbdl haromszoget vag le. Ha ugyanis a minimum k& > 3 volna és pl. az A; Ay atlo altal levagott
A1 As ... Ap—1 Ay sokszog valdsitand meg, akkor kellene, hogy e k-szog egy A; A; atldja is szerepeljen a felbontasban,
hiszen haromszdgekre valé felbontasrol van sz6. Mivel az A;A; atlo altal levagott A;A;4q1 ... A; sokszog oldalszadma
k-nal kisebb, k£ valoban nem lehet minimum.

A vizsgalt részsokszogek kozott van 3-nal nagyobb oldalszamu is, mert kiilonben egy atlo a sokszoget két harom-
szogre bontané fel, s ennek végpontjaiban a feladat kovetelésével ellentétben 2 haromszog talalkoznék.

A vizsgalt részsokszogek kozott nincs négyszog, mert ezt egy a felbontdsban szerepls atlonak két haromszogre
kellene felbontania, és igy ennek az atlonak egyik végpontjaban 2 haromszog talalkoznék.

Ezek szerint a vizsgalt részsokszogek oldalszamai kozott van 3-nal nagyobb, s ezek kozott a 3-nal nagyobb oldalsza-
mok koziil a legkisebbnek az értéke legalabb 5. Legyen pl. az A; Ay, atlo altal levagott A1 Ay ... Ap—1 Ay, ilyen legkisebb
oldalszamu, de haromszogtsl kiilonb6z6 részsokszog. Belattuk mar, hogy £ > 5.
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Minthogy a felbontas a most emlitett részsokszoget is haromszogekre bontja fel, felbontasaban egy A; A; Ax, ha-
romszOg is fellép. k minimum-tulajdonsaga miatt sem A;A;, sem A; Ap nem vaghat le 3-néal nagyobb oldalszamu (és
természetesen k-nal kisebb oldalszami) sokszoget, ezért i < 3 és k — i+ 1 < 3. Ezek az egyenlGtlenségek a fenti k > 5
eredménnyel egyiitt

0<k-5<i—3<0

alakban irhatok, s innen k = 5 és ¢ = 3 adodik.

Ezzel belattuk, hogy sokszogiink felbontasdban fellép olyan atld, amely Otszoget vag le, s hogy ezt az Otszoget a
felbonté atlok harom olyan haromszogre vagjak fel, amelyek koziil az Gtszoget levagd atlé végpontjaiban kettd-ketts
talalkozik (1. dbra). Hagyjuk el eredeti sokszogiinkbdl ezt az Otszoget. Ezaltal a sokszog oldalszama 3-mal csokken, a
megmaradd sokszog atlokkal valo felbontasa viszont véiltozatlanul eleget tesz a feladat kovetelményének, hiszen az egy
csucsba futé haromszogek szama csak két csticsnal ad 4j értéket, s ott 2-vel csokkent.

Eszerint eljarasunkat a kapott sokszogre jbol alkalmazhatjuk, ezt folytatva a sokszog oldalszamét minden lépésben
3-mal csokkenthetjiik mindaddig, amig a maradé sokszégben még van atld, amig tehat haromszoghtz nem jutunk. Ezért
az eredeti sokszog oldalszama valéban oszthaté 3-mal.

Megoldasunkbdl az is kiolvashato, hogy ha n oszthaté 3-mal, akkor a konvex n-szog felbonthaté a feladat kovetel-
meényét kielégité modon.

II. megoldas. A bizonyitast n-re vonatkoz6 teljes indukcidval végezziik el. A feladat szovege utédn emlitettek
szerint az allitds az n = 3 esetben helyes. Elegendd tehat azt bizonyitanunk, hogy ha a feladat allitdsa egy n > 3
értéknél kisebb oldalszamu sokszogekre helyes, akkor n-szogekre is helyes.

Ezt a bizonyitast egy megjegyzéssel készitjiik el§. Azt allitjuk, hogy ha egy sokszdget egymast nem metsz6 atlokkal
haromszogekre bontunk fel, és a sokszdg csicsairdl egynek kivételével tudjuk, hogy az paratlan sok haromszognek a
csucsa, akkor ez minden csdcsra igaz. Ennek igazoldsa végett arra hivatkozunk, hogy minden &tlénak két vége van,
tehéat az atlovégek szama paros. Minthogy a kivételes csticstol eltekintve minden cstcsroél tudjuk, hogy paratlan sok
haromszog ér oda, tehat ott paros sok (esetleg 0) atloveg helyezkedik el, a kivételes cstcsra is paros sok atlovég marad,
s igy az is paratlan sok haromszog csicsa.

A teljes indukcits bizonyitasra térve tekintsiink egy a feladat kovetelményét kielégité modon felbontott, n > 3
oldalu sokszoget, s ennek egy a felbontasaban felleps AB atlojat. Minthogy az A cstcsban ettdl az atlotol eltekintve



paratlan sok atlo vége helyezkedik el, az AB &atlo egyik oldalan ezeknek az atlovégeknek a szama paros. Ezen az

oldalon az AB atlo n-szogiinkbdl egy S; sokszoget vag le. Az n-szog felbontésa Si-et is haromszdgekre bontja fel.

Errél a felbontasrol megallapithatjuk, hogy minden B-t6l kiilonb6z6 csticsnal péaros sok atlovég helyezkedik el. Az

elére bocsatott megjegyzés szerint tehat ez B-re is teljesiil, azaz S felbontasa eleget tesz a feladat kdvetelményének.
Az AB atloihoz az Sq-gyel atellenes oldalon a felbontéas egy ABC' haromszoge tamaszkodik (2. dbra).

A

2. dbra

E haromszog AC, BC oldalai a haromszoggel atellenes oldalon n-szogiinkbdl az Ss és Ss sokszoget vagjak le. Az
n-szoget eszerint az ABC haromszogre és az Sy, Sz, S3 sokszogekre bontottuk fel.

Minthogy az n-szoget felbontd atlok A-nal elhelyezkeds végei koziil S1 belsejében paros sok van és ketts az ABC
haromszog oldalanak vége, Sy belsejében is paros sok helyezkedik el. Ugyanezt a B csticsrol és az Ss-ban elhelyezkedd
atlovégekrol is elmondhatjuk. Az el6re bocsatott megjegyzés szerint tehat Sy és S felbontésa is eleget tesz a feladat
kovetelményének.

Mivel Sy, So és S3 oldalszdma n-nél kisebb, indukcids feltevésiink szerint mindegyiknek az oldalszama oszthato
3-mal. Ezeknek az oldalszamoknak az 6sszege azonban n + 3, hiszen az ABC haromszog oldalai lépnek fel tobbletként.
Igy tehat n is oszthato 3-mal.

III. megoldas. ElGszor bebizonyitjuk, mégpedig teljes indukcidval, hogy egy sokszdg egymést nem metsz6 atlokkal
haromszogekre valoé felbontasakor a haromszogek két szinnel kiszinezheték gy, hogy egyszind héromszdgeknek ne
legyen kozos oldala. Ez egyetlen haromszogre semmitmondéan igaz. Legyen tehdt n > 3, és tegyiik fel, hogy az allitas
n-nél kisebb oldalszamu sokszogekre igaz. Az egyik atlo az n-szoget két sokszogre vagja fel. Minthogy ezek oldalszama
n-nél kisebb, indukcios feltevésiink szerint mindketts a kivant médon kiszinezhets a két szinnel. Az egyikben a szineket
esetleg felcserélve azt is elérhetjiik, hogy a kettévago atlohoz a két sokszogben més-més szin haromszog tdmaszkodjék.
Ilyen médon az n-szognek a kovetelményiinket kielégité kiszinezéséhez jutottunk el.

Ha az n-szog felbontésa eleget tesz feladatunk kovetelményének, akkor a haromszogek emlitett kiszinezésekor az n-
sz0g oldalaihoz mindeniitt ugyanolyan szin haromszog tamaszkodik. Ezt elegendd két szomszédos oldalra belatnunk,
s ezekre abbol kovetkezik, hogy taldlkozasi pontjukba paratlan sok haromszog ér el, s mivel ezek felvaltva mas-més
szindek, a két szélsG, tehat a sokszog emlitett két oldalara tamaszkodd, ugyanolyan szind. A 3. abra ilyen szinezést
mutat be.




Az egyik szint a vilagos, a masikat a sotét keretezés szemlélteti. Abrankban a sokszog hatarara mindeniitt vilagos
keretd haromszog tamaszkodik.

Ha v vilagos és s sotét keretd haromszog szerepel, akkor ezeknek Osszesen 3v vildgosan és 3s s6téten keretezett
oldaluk van. Legyen a sokszog minden oldala vilagosan keretezett. Atléi két oldalrél mas-mas keretet kaptak. Ezért a
vilagosan keretezett oldalak szamabdl a s6téten keretezettekét levonva a sokszog oldalszamat kapjuk meg:

n = 3v — 3s,
n tehat valéoban 3-mal oszthato.

Megjegyzések. 1. Masodik megoldasunk mintajara konnyt bebizonyitani a feladat allitdsanak kovetkezd altala-
nositasat: Egy konvex sokszdget eqymdst nem metszd dtlok k-szogekre bontanak fel. A konvex sokszég minden csicsa
paratlan sok ilyen k-szdg csicsa. A sokszdg oldalszama ekkor

k1 +m(k — 2)]

alaki, ahol m természetes szam. A bizonyitdist az olvasdra hagyjuk.

2. Ugyancsak feladatként emlitjiik meg Gallai Tibornak azt az eredményét, amely harmadik megoldasunk min-
tajara konnyen igazolhato, s amely a kovetkezGképpen szol: Ha egy konvexr soksziget eqymdst nem metszdé dtlokkal
hdromszdgekre bontunk fel, akkor az a pdros sok csics, amelyben pdros sok hdromszdg taldlkozik, a sokszég hatdrvo-
naldt tordttvonalakra bontja fel. Ha e térdttvonalak oldalszdmait sorra vdltakozo eldjelekkel ellitva dsszeadjuk, 3-mal
oszthato eredményhez jutunk.

4. dbra

A 4. 4dbra sokszogénél a szoban forgd cstucsokat korokkel jeloltiik meg. Ha a legalso ilyen cstcstol pozitiv forgas-
iranyban haladunk, akkor valtakozé elGjelekkel képzett Osszegként 6 — 2 + 1 — 2 adddik, ami valéban 3-mal oszthato.
Eredeti feladatunk a most kézolt eredménynek azt a hataresetét tartalmazza, amikor 0 azoknak a csicsoknak a szdma,
ahol paros sok haromszog talalkozik.



