A feladat egy elem kétszeresérol és két elem Osszegérél szol. Szolhatott volna ehelyett két nem feltétleniil kiilonb6zs
elem Osszegérdl, megoldasaink azonban az eredeti szoveghez igazodnak.

I. megoldas. ElGszor azt bizonyitjuk be, hogy ha ¢ a halmaznak egy eleme és n természetes szam, akkor nc is a
halmazhoz tartozik. Ezt n-re vonatkozo teljes indukcioval végezziik. Minthogy maga c és a feladat feltevése szerint 2¢
is a halmazhoz tartozik, elég belatnunk, hagy ha n > 1 és nc a halmazban van, akkor (n + 1) ¢ is a halmaz eleme. Ez
a feladat feltevésébdl valoban kovetkezik, hiszen (n + 1) ¢ = nc + ¢, tehat a halmaz két elemének 6sszegével egyenld.

Legyen a > 0 a halmaz legkisebb pozitiv eleme, b < 0 pedig a halmaz legnagyobb (azaz legkisebb abszolut értéki)
negativ eleme. Minthogy a + b a halmazhoz tartozik, és ra

b<a+b<a,

viszont sem a-ndl kisebb pozitiv, sem b-nél nagyobb negativ szdm nem lehet, azért csak 0-val lehet egyenls. Eszerint
0 a halmaz eleme és b = —a. Ebbdl kovetkezik, hogy a minden egész szamu tobbszorose a halmazhoz tartozik, hiszen
ez az na, 0, nb szdmok mindegyikére igaz, akdrmekkora is az n természetes szam.

Azt &llitjuk, hogy a egész szamu tobbszordsein kiviil nincs a halmaznak mas eleme. Tegyiik fel ezzel ellentétben,
hogy van a halmazban olyan x elem, amely a két szomszédos egész szamu tObbszordse, ga és (¢ + 1) a kozott van. Ez
az elem

r=qa+r 0<r<a)

alakban volna irhat6. Ebbél azonban az kdvetkeznék, hogy
r=a+(=qa

is a halmazhoz tartozik, hiszen a halmaz két elemének 6sszege. Ez azonban 0 < r < ¢ miatt ellentmond a megvalasz-
tasanak, s igy allitAsunk helyességét igazolja.

A feladat allitdsanak helyessége most mar kdvetkezik abbol, hogy a két egész szamu tSbbszorosének kiilonbsége
a-nak ugyancsak egész szamu tobbszorose.

II. megoldas. Felhasznéljuk az els6 megoldés elsé bekezdésének eredményét. Bebizonyitjuk, hogy ha a a halmaz
eleme, akkor —a is a halmazhoz tartozik.
Feltehetjiik, hogy a # 0. Legyen b a halmaznak egy a-val ellentétes elGjeld eleme. Eszerint

[bla+|a|b=0,
—a=[|b|-1]a+|a|b.

Ha |b| = 1, akkor a jobboldal els6 tagja 0. Eszerint —a vagy b természetes szémszorosa, vagy a és b termeészetes
szamszorosanak Osszege, tehat mindenképpen a halmaz eleme.

Eszerint a halmaz két elemének kiilonbsége, azaz egy elemének és egy masik elem (—1)-szeresének Osszege szintén
a halmazhoz tartozik.

Megjegyzés. Masodik megoldasunkbol csekély modositassal kovetkezik, hogy a feladat allitasa akkor is helyes, ha
benne egész szdmokbol 4ll6 halmaz helyett raciondlis szamokbol all6 halmazrol van sz6.

Ehhez csak azt kell meggondolnunk, hogy az elsé megoldas els6 bekezdése valtozatlanul helytallé marad, s hogy az
ellentétes elGjeld a, b raciondlis szamokhoz talalhaték olyan m, n természetes szdmok, amelyekre ma + nb = 0. Ebbgl
ugyanagy kovetkeztethetiink tovabb, ahogyan a masodik megoldasban tettiik.



