Megmutatjuk, hogy vannak kivant tulajdonsagu A, B szamhalmazok, s ehhez elég egyetlenegy példat megadnunk.

Tartozzanak az A halmazhoz mindazok a nem-negativ egész szdmok, amelyeknek minden 0-t6l kiilonb6z6 tizedesje-
gye (a szam végeétol visszafelé szamitva) paratlanadik helyen all, B-hez pedig azok, amelyeknek minden 0-t6l kiilénb6z6
jegye parosadik helyen helyezkedik el. A 0 eszerint mind a két halmazhoz hozzatartozik, hiszen nincs 0-t6l kiilonb6z6
tizedesjegye.

Ha egy-egy A-hoz és B-hez tartozd szamot Osszeadunk, akkor az Gsszeg tizedesjegyei éppen a két szam megfelels
tizedesjegyei lesznek, hiszen ugyanazon a helyen mindig csak az egyikben allhat 0-t6l kiilonb6z6 szamjegy, s ez lesz az
Osszeg tizedesjegye. Barmely nem-negativ egész szam paratlanadik jegyeibdl egy A-hoz, parosadik jegyeibdl egy B-hez
tartozo szamot alkothatunk, s ezek Gsszege a fentiek szerint éppen az a szam lesz, amelybdl kiindultunk. A két halmaz
més szadmainak Osszege nem lehet ugyanez az érték, mert valahol mas tizedesjegynek kell benniik szerepelnie, s akkor
ezt Osszegiik is tartalmazza.

Ha pl. 1967-b6l indulunk ki, akkor ebbdl az A-hoz tartozo 907 és a B-hez tartozd 1060 adodik. Ezek 6sszege valoban
1967.

Meg kell még allapitanunk, hogy az A, B halmazok mindegyike végtelen halmaz. Ez igaz, mert végtelen sok
paratlanadik és végtelen sok parosadik tizedeshely van.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldasaként csak egyetlenegy példat adtunk meg. Sok mas példat is megadhattunk
volna.

Eljarasunk valtozatlanul alkalmazhat6, ha nem tizes, hanem tetsz6leges alapi szdmrendszert hasznalunk. Legtet-
szetGsebbnek taldn a kettes szdmrendszer valasztasakor adodé példa mondhaté.

Megoldasunkban a (szam végétsl visszafelé szamlalt) paratlanadik és parosadik tizedeshelyek szolgaltattak a két
szamhalmazt. Ehelyett a tizedeshelyeket akdrhogyan is eloszthattuk volna két csoportba, mindenesetre azonban ugy,
hogy mindkét csoport végtelen sok tizedeshelyet tartalmazzon. Igy pl. sorolhatnok az egyikbe azokat a tizedeshelyeket,
amelyeknek a szam végétdl visszafelé szamitott sorszama 3-mal oszthato, s a masikba a tobbit. Vagy az egyikbe azokat,
amelyeknek a sorszama torzsszam, s a masikba a tobbit. Ilyen médon tjabb példakhoz juthatunk természetesen akkor
is, ha nem a tizes szamrendszert hasznaljuk.

Tovabbi példédkhoz jutunk, ha valtozé alapi szamrendszerbdl indulunk ki. Ez a kdvetkez6t jelenti: tetszélegesen
megvalasztjuk az 1-nél nagyobb ki, ko, ... alapszdmokat; ezekkel minden nem-negativ egész szdmot kifejezhetiink

C1 + Cle + Cgklkg + C4k1k2k3 —+ ...

alakban, ahol a ¢y, co,... szdmjegyek mindegyikére teljesiil a 0 < ¢; < k; megszoritas, és természetesen minden szam
kifejezésében csak véges sok szdmjegy szerepel. Egy szadm szamjegyeihez Ggy juthatunk el, hogy azt ki-gyel osztva ¢y
lesz a maradék, a hanyadost k2-vel osztva maradékként c, adédik, majd a hanyadosokat mindig tovabb osztva a tobbi
szamjegyet is megkapjuk. Ilyen valtozé alapu szamrendszerre valtozatlanul alkalmazhatjuk megoldasunk eredeti elja-
rasat, s igy a feladat kérdésére adott valasz helyességét bizonyité tjabb példakat kapunk. Konnyen meggy&zédhetiink
arrol, hogy minden korabban emlitett példa ennek a most ismertetett példanak specilis esete.

2. Megmutatjuk, hogy a most megismert példa a legaltalanosabb, hogy tehéat a feladat kovetelményét kielégits
barmely A, B halmazpéarhoz el lehet jutni a valtozd alapu szamrendszer alapszamainak megfelel¢ megvalasztasa utan
megoldasunk eredeti moédszerével.

Legyen tehat A és B a feladat kovetelményét kielégité két szamhalmaz. Eszerint minden nem-negativ egész szam
pontosan egyféleképpen allithato el A és B egy-egy elemének Osszegeként. Ha a kovetkezdkben elGallitasrol szolunk,
mindig ilyen elGallitasra gondolunk. Jelolje a(n) és b(n) a két halmaznak azt az elemét, amelyek n elgallitasaban
fellepnek, amelyekre tehat n = a(n) + b(n).

A 0 mindkét halmaz eleme, mert kiilonben 0 nem volna a két halmaz egy-egy elemének Gsszegeként elGallithatd. A
két halmaznak nincs mas kozos eleme, mert ha n ilyen volna, akkor n kétféleképpen is elgallithatd volna, ti. n + 0 és
0 + n alakban. Valamelyik halmaz elemei k6z6tt 1 is szerepel, mert kiilonben 1 nem volna elGallithat6. Legyen A ez a
halmaz, s legyen ky az a legkisebb természetes szam, amely A-nak nem eleme.

Azt allitjuk, hogy k; szerepel B-ben. b(k;) nem lehet 0, mert ebbdl a(k1) = ki kovetkeznék, pedig k1 nem tartozik
A-hoz. Nem lehet b(k1) az 1,2, ..., k1 —1 szamok egyikével sem egyenld, mert mindezek A elemei. Ezért sziikségképpen
b(k1) = k1, tehat k1 valoban eleme a B halmaznak.

A nem-negativ egész szamokat k1 szambol allo ,szakaszokba” osztjuk be. Egy ilyen szakasz a

*) thy, thi+1, ..., th1 + (k1 — 1)

szamokbol all. Azt dllitjuk, hogy egy-egy ilyen szakasz x szdmaira b(x) értéke azonos, s hogy ez az érték ki tébbszorise.
Ez persze azt is jelenti, hogy a szakasz szdmaihoz tartozo a(z) értékek ugyancsak egy teljes szakaszt alkotnak.

Allitasunkat t-re vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk be. Az &llitas a t = 0 értékre teljesiil, hiszen a kezdd-
szakasz minden elemére b(x) = 0. Feltessziik, hogy allitasunk a tk; szamot megel6z6 szakaszok mindegyikére helyes,
bebizonyitjuk, hogy helyes a (*) szakaszra is.

Feltevésiinkbdl kovetkezik, hogy az A halmaz tkq-nél kisebb elemei teljes szakaszokat alkotnak, hiszen A minden
eleme fellép sajat maganak az elgallitasaban, hozza B-bdl a 0 elemet adva, s akkor a tartalmazo szakasz minden elemére
b(x) = 0, a megfelels a(x) = x értékek tehat valoban egy teljes szakaszt alkotnak. Feltevésiinkbol az is kovetkezik,



hogy a B halmaz tk;-nél kisebb elemei mindannyian k; tobbszorosei, hiszen mindegyik fellép a sajat eldallitdsaban
(A-bol a 0 elemet adva hozz4), s azért az indukcios feltevés red is vonatkozik.

Tekintsiik most mar a (*) szakasz szamainak elGéllitasat. Ha e szakasz valamelyik x elemére a(x) < tky és b(x) < tky,
akkor utols6 megéallapitasunk szerint b(x) oszthato ki-gyel, s igy az a(x)+b(z) Osszegben a(x) helyébe az ezt az értéket
tartalmazo és A-hoz tartozo szakasz elemeit irva a (*) szakasz minden elemének elgallitasahoz eljutunk. Ilyenkor tehat
a bizonyitando allitas teljesiil.

Azt az esetet kell mar csak vizsgalnunk, amikor (*) minden elemének elGéllitasaban szerepel tki-nél nem kisebb
szam is. Maga tk; tehat vagy tki + 0, vagy 0 + tk; modon allithato el§. Az utébbi esetben 0 helyébe az A-hoz tartozo
1,2, ..., k1 — 1 szamokat irva ismét eljutunk (*) minden elemének olyan elgallitdsdhoz, amelyre allitasunk teljesiil.

Legyen tehat a(tki) = tki. Ekkor tk; az A halmaz eleme. A (*) szakasz t6bbi eleme sem tartozhatik B-hez, mert
ha tk1 4+ ¢1 odatartoznék, ahol 0 < ¢; < k1, akkor

(k1 —c1) + (thr + 1) = thy + k1

ugyanannak a szamnak kétféle elgallitasa volna. Eszerint a (*) szakasz x elemére b(x) > tk; nem teljesiilhet, s ezért
a vizsgalt eset tulajdonsiga miatt sziikségképpen a(x) > tky, amib6l x < thky + k1 miatt b(z) < ki kovetkezik.
Minthogy azonban B a ki-nél kisebb szamok koziil csak a 0-t tartalmazza, a b(x) = 0 eredményhez jutunk (amibél az
is kovetkezik, hogy a teljes (*) szakasz A-hoz tartozik). Eszerint a bizonyitandé allitas most is teljesiil.

Indukcids okoskodésunk befejezése utdan megallapithatjuk, hogy az A halmaz teljes ,szakaszokboél” éll, s hogy B
minden eleme k; tobbszordse. Mindkét halmaz teljes ismeretéhez elég eszerint azt tudnunk, hogy k1 tobbszorosei koziil
melyeket tartalmazzak.

Tekintsilink olyan valtoz6 alapt szédmrendszert, amelynek els6 alapszidma kq. Eredményiink szerint ebben a szam-
rendszerben B minden elemének elsG jegye 0, viszont A barmely elemének elsé jegyét tetszélegesen megvaltoztatva
megint A eleméhez jutunk.

Azt vizsgaljuk, hogy ki tobbszorosei koziil melyek tartoznak a két halmazhoz. Alljon az A; halmaz azokbol a nem-
negativ n egész szamokbol, amelyekre nk; az A halmaz eleme, By pedig azokbol, amelyekre nk; a B halmaz eleme. Az
Ay, Bi halmazok rendelkeznek az A, B halmazoknak a feladatban foglalt tulajdonsagaival, hiszen k; tobbszorosei is
egyféleképpen allithatok el6 és elGallitasukban a fentiek szerint csak kq tobbszorosei lépnek fel. Kiilonbség van azonban
A és B, valamint A; és By szereposztasdban, mert mintegy szerepet cserélnek. Azt a halmazt jeloltiik A-val, amelynek
1 eleme, most viszont B; jatssza ezt a szerepet, hiszen 1 ennek eleme, mert k; a B halmazhoz tartozik.

Az A,, B; halmazokra elvégezhetjiik ugyanazt az okoskodast, amelyet az A, B halmazokra mar elvégeztiink. Ezt
azzal kezdjiik, hogy a legkisebb, By hez nem tartozé természetes szamot ko-vel jeloljilk. Igy azt kapjuk, hogy A; minden
eleme ko tobbszorose, By pedig ko szambol all6 teljes ,szakaszokbol” all. Ha ka-t valasztjuk szamrendszeriink masodik
alapszamaul, akkor tehat elmondhatjuk, hogy A minden elemének masodik jegye 0, viszont B minden elemének
mésodik jegyét szabadon megvaltoztathatjuk, s megint B eleméhez jutunk.

Ezt az eljardst minden hataron tul folytathatjuk, hiszen végtelen halmazokbél indultunk ki. Eljutunk tehat egy
valtozo alapt szdmrendszer ki, ko ... alapszdmainak végtelen sorozatdhoz. Minthogy a névekvd indexd halmazok
allando6an szerepet cserélnek, ahhoz az eredményhez jutunk, hogy A elemeinek minden parosadik jegye 0, paratlanadik
jegyeik pedig tetsz6legesek, a B halmaz elemeinél viszont forditva, minden paratlanadik jegyiik 0, és parosadik jegyeik
tetsz6legesek. Megoldasunk eredeti moédszere tehat valoban ehhez a két halmazhoz vezet el, ha az el6irdsunknak
megfelel§ valtozo alapu szamrendszert hasznaljuk.

3. A feladat két altalanositasat emlitjiik még meg. A részletek kidolgozasat azonban mar az olvasoéra bizzuk.

A feladat kérdésére igennel kell felelni akkor is, ha nem két végtelen halmazrél, hanem ketténél tobbrsl van a
feladatban sz6. Ez els6 megjegyzésiinknek ahhoz az észrevételéhez kapcsolodik, hogy a tizedeshelyeket akarhogyan
beoszthatjuk két (végtelen sok tizedeshelyet tartalmazo) csoportba. Ha nem két, hanem kett6nél tobb csoportba
osztjuk be Gket, akkor a mondott altalanositashoz jutunk.

Igennel kell felelni a feladat kérdésére akkor is, ha benne nem-negativ egész szamok helyett egész szamokat mondunk.
Ennek megvilagitasa érdekében a végtelen

(T+2) (14221 + 21 +2%). ..

szorzatot tekintjiik. Ha itt a beszorzast formaélisan elvégezziik, £ minden nemnegativ egész kitevGji hatvanyanak
Osszege adodik eredményiil. Ha a szorzat tényez6it két csoportba szedve, pl. csak a paratlanadikokat, majd csak a
parosadikokat szorozzuk Ossze, akkor az adodo két kifejezésben felléps kitevék példat adnak olyan A, B halmazokra,
amilyenekrdl a feladat szolt. Ha most a fenti szorzat helyett az

(I+2) 1+ )1 +2h)(1+279)...

szorzatot tekintjiik, akkor a beszorzas z minden egész kitevSjd hatvanyanak Osszegét adja, s a tényezSk két csoportba
szedésekor felléps kitevShalmazok az egész szamok korében kimondott altalanositas helyességét tamasztjak ala.



