
I. megoldás. A feladat követelményeit kielégít® ABCDE ötszög keresésekor nyilván közömbös, hogy az oldal-

hosszat mekkorának választjuk. Kiindulhatunk ezért az egységoldalú ABCO négyzetb®l, s azt vizsgáljuk, hogy a D,

E súsok hol helyezkedhetnek el.

Minthogy BCD∢ = 90
◦
és CD = 1, a D pont abban a γ síkban van, amely a BC egyenest C-ben mer®legesen

metszi, mégpedig e sík C középpontú, CO sugarú körén helyezkedik el (1. ábra). A keresett ötszög átlói egyenl®k, hiszen

mindegyik egy-egy egységbefogójú egyenl®szárú derékszög¶ háromszög átfogója (közös hosszuk

√

2 ). Eszerint AD =

AC, s így a D pont rajta van a γ sík O középpontú, OC sugarú körén is, hiszen a γ síkban ez a kör azoknak a pontoknak

a mértani helye, amelyek A-tól AC távolságra vannak. A D pont ezek szerint sak a mondott két kör valamelyik

metszéspontja lehet. Az egyik metszéspontot önkényesen kijelölhetjük D helyzetéül, hiszen a két metszéspont az ABC

síkra vonatkozólag szimmetrikusan helyezkedik el, s a keresett ötszöget is tükrözhetjük erre a síkra. D helyzetéhez

a legegyszer¶bben úgy jutunk, hogy a CO szakaszhoz a γ síkban valamelyik oldalról egy szabályos háromszöget

illesztünk, s ennek harmadik súsát tekintjük.

1. ábra

Ugyanígy okoskodhatunk az E pont helyzetét illet®en is. Az adódik tehát, hogy ha a BA szakaszra A-ban mer®-

legesen emelt α síkban az OA szakaszhoz mindkét oldalról egy-egy szabályos háromszöget illesztünk, s ezek harmadik

súsát E1 és E2 jelöli, akkor E sak ezek valamelyike lehet. Itt már mind a két lehet®ségre gondolnunk kell, mert az

ABC síkra vonatkozó tükrözés lehet®sége D megválasztása után már nem áll fenn.

Bebizonyítjuk, hogy nins kívánt tulajdonságú ötszög, mégpedig azért nins, mert a DE1 és DE2 távolságok egyike

sem egységnyi. Err®l számítással könnyen meggy®z®dhetünk. Jelölje V1 az E1 pontnak a γ síkra vetett mer®leges

vetületét. A derékszög¶ DV1E1 és DE1E2 háromszögek befogóira DV1 = V1E1 =
1

2
és E1E2 =

√

3. Így tehát

Pythagoras tétele szerint

DE1 =

√

1

4
+

1

4
=

1
√

2
< 1,

DE2 =

√

1

2
+ 3 =

√

7

2
> 1.

A feladat kérdésére tehát valóban nemmel kell felelni.

Megjegyzések. Megoldásunkat többféleképpen is befejezhettük volna. Három ilyen lehet®séget említünk.

1. Az utolsó lépést kevesebb számolással is elintézhetjük. Evégett bevezetjük az E2 pont γ síkra vonatkozó E′

2

tükörképét, amely egyben E1 tükörképe az O pontra vonatkozólag. A DV1E1 és DE′

2
E1 háromszögekre vonatkozó

háromszög-egyenl®tlenségeket felhasználva

DE1 < DV1 + V1E1 =
1

2
+

1

2
= 1,

DE2 = DE′

2
> E′

2
E1 −DE1 = 2−DE1 > 1.
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A második beslésnél az els® eredményét is felhasználtuk.

2. A DE1 < 1, DE2 > 1 egyenl®tlenségek nyomban adódnak abból, hogy DOE1∢ < 60
◦
és DOE2∢ > 60

◦
. Elég

az els® helyességét belátnunk, hiszen DOE2∢ = DOE′

2
∢ és ez a DOE1∢ kiegészít® szöge, tehát az els® egyenl®tlenség

szerint 120
◦
-nál is nagyobb. Az els® egyenl®tlenség viszont a triéder oldalaira vonatkozó egyenl®tlenségb®l adódik,

amely szerint

DOE1∢ < DOV1∢+ V1OE1∢ = 30
◦
+ 30

◦
= 60

◦.

3. Az adódott lehet®ségek meg nem felel® volta abból is következik, hogy a DE1 és DE2 szakaszok egyike sem

mer®leges CD-re, vagyis abból, hogy az E1, E2 pontok egyike sins a DC-re D-ben mer®legesen emelt síkban. Ez a

sík ugyanis mer®leges γ-ra, tehát tartalmazza minden pontjának γ-ra vetett mer®leges vetületét. Ez E1 és E2 esetében

azt jelentené, hogy a CDV1∢ és CDV2∢ valamelyike derékszög (itt V2 az E2 pont vetületét jelöli), márpedig az els®

120
◦
, a második pedig 60

◦
-nál kisebb, hiszen része a CDO∢-nek.

II. megoldás. Azt állítjuk, hogy a követelményeket kielégít® ötszög átlóinak felez®pontjai egymástól mindannyi-

an ugyanakkora távolságra vannak. Két ugyanabból a súsból kiinduló átló felez®pontjának távolsága az átlók által

kifeszített háromszög középvonala, tehát a harmadik oldalnak, ötszögünk egy oldalának a fele. Egymáshoz nem satla-

kozó átlók esetében els® megoldásunknak arra a megállapítására támaszkodunk, hogy a D pont az ABCO négyzethez

satlakozó szabályos CDO∆ súsa. Az AC, BD átlók felez®pontjának távolságát keressük. Minthogy az AC, BO

szakaszok felez®pontja azonos, a BO, BD szakaszok felez®pontjának távolságát kell meghatároznunk. Ez azonban a

BOD∆ középvonala, s így az OD távolság fele, tehát szintén ötszögünk oldalának felével egyenl®.

Ezek szerint, ha van a feladat követelményeit kielégít® ötszög, akkor van a térben öt olyan pont, amelyek páronként

egymástól ugyanakkora távolságra vannak. Minthogy azonban nins öt ilyen pont, a feladat követelményeit kielégít®

ötszög sins.

Egymástól páronként ugyanakkora távolságra lev® öt pont valóban nem létezik, mert közülük négy egy szabályos

tetraédert határoz meg, s az ötödik, a tetraéder valamennyi súsától egyenl® távolságra elhelyezked® pont sak a

tetraéder köré írt gömb középpontja lehetne, de ennek a gömbnek a sugara a tetraéder élénél kisebb. (Ez a megoldás

Kárteszi Ferent®l való.)

Megjegyzések. Els® megoldásunk többféle befejezési lehet®sége azt sejtetheti, hogy a feladat követelményeinek

megfelel® lazítása után is nemmel kell a feladat kérdésére válaszolni. Megvizsgáljuk ezért, hogy különféle lazítások

esetén mi a válasz.

1. Ha sak azt követeljük meg, hogy a térbeli ötszög oldalai közül négy legyen egyenl®, viszont minden szöge

derékszög legyen, akkor már található a követelményt kielégít® ötszög. Ezt a 2. ábra példája mutatja, ahol az ötszög

súsai egy koka súsai közül valók.

2. ábra

3. ábra

Ugyanígy található ötszög, ha az oldalak egyenl®ségén kívül sak azt követeljük meg, hogy a szögek közül négy derékszög

legyen. Ezt a 3. ábra mutatja, amely egy supa egyenl® éllel rendelkez®, szabályos háromoldalú hasáb éleib®l alkotott

ötszöget mutat be.

2. Igennel kell a feladat kérdésére válaszolni akkor is, ha a követelményeken mit sem enyhítünk, viszont öt helyett

többoldalú sokszöget keresünk. Hat és nyololdalút könnyen alkothatunk egy koka éleib®l. Hétoldalúhoz jutunk, ha

olyan szimmetrikus trapézb®l indulunk ki, amelynek szárai és egyik alapja egységnyiek, másik alapjának hossza pe-

dig

√

2, majd ehhez egy egyenl®szárú derékszög¶ háromszöget, az egységnyi hosszúságú alaphoz pedig egy négyzetet

illesztünk. Ha ezt a négyzetet a trapéz síkjára mer®legesen felhajtjuk, az egyenl®szárú derékszög¶ háromszöget pe-

dig annyira hajtjuk fel, hogy befogói a trapézszárakra mer®legesek legyenek, akkor kívánt tulajdonságú hétszöghöz

jutottunk el. Nyolnál nagyobb oldalszámú ilyen sokszöget már könnyen találhatunk.
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3. Ha olyan ötszöget keresünk, amelynek oldalai egyenl®k, és bármely két szomszédos oldala ugyanakkora szöget

alkot, nem követelve meg, hogy ez a szög derékszög legyen, akkor már nem felelhetünk a feladat kérdésére egyszer¶en

igennel vagy nemmel. Következ® megoldásunk erre a kérdésre is válaszol.

III. megoldás. Felhasználjuk azt, hogy ha az A, B, C, D, E pontok távolságai rendre egyenl®k az A1, B1, C1,

D1, E1 pontok megfelel® távolságaival, akkor van olyan egybevágóság, amely az els® pontötöst a másodikba viszi át.

Ez öt helyett akárhány pontra is igaz, de mi sak öt pontra alkalmazzuk.

Azt vizsgáljuk, hogy melyek azok az ötszögek, amelyeknek oldalai egyenl®k, és bármely két szomszédos oldaluk

ugyanakkora szöget alkot. Bebizonyítjuk, hogy sak a síkbeli szabályos ötszög és az ennek átlóiból alakított szabályos

sillagötszög ilyen, ahol is az egyenl® szögek nagysága 108
◦
, illetve 36

◦
. Bebizonyítjuk tehát azt is, hogy a feladat

eredeti kérdésére nemmel kell válaszolni.

A bizonyításhoz abból indulunk ki, hogy az egyenl®oldalú és egyenl®szög¶ ABCDE ötszög átlói egyenl®k, hiszen

mindegyik egy-egy olyan egyenl®szárú háromszög alapja, amelynek szára és szárszöge az ötszög oldala és szöge. Az

el®rebosátottak szerint van tehát olyan egybevágóság, amely az ABCDE ötszöget a BCDEA ötszögre helyezi, s

ugyanezt az öt sús minden iklikus permutáiójáról is elmondhatjuk. Ezek az egybevágóságok az öt pont konvex

burkát is önmagára helyezik, s mivel van közöttük olyan, amely súsa a konvex buroknak, a iklikus permutáió

szabad megválaszthatósága miatt mind az öt pont ilyen.

Ha az öt pont nins egy síkban, akkor a konvex burkuk ötsúsú poliéder, tehát sak négyoldalú gúla vagy három-

oldalú kett®sgúla (két közös lapú tetraéder egyesítése) lehet. Mindkett®nek van háromél¶ súsa és négyél¶ súsa is.

Minthogy azonban háromél¶ súsot egybevágóság nem vihet át négyél¶ súsba, ellentmondásra jutottunk. Ha tehát

az ötszög nem síkbeli, akkor nem lehet minden oldala és minden szöge egyenl®.

Ha az öt pont egy síkban van, akkor konvex burkuk a fentiek szerint olyan ötszög, amelynek súsai egybevágósággal

szabadon permutálhatók. Az öt pont konvex burka ezért sak szabályos ötszög lehet, s a keresett egyenl®oldalú és

egyenl®szög¶ ötszöget vagy a szabályos ötszög oldalai, vagy annak átlói alkotják.
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