I. megoldas. A 8 pont k6zott legalabb 7 a kor kdzéppontjatol kiillonbozs pont van. Minden ilyen pont a kbzéppont-
tal Osszekotve a kor egy-egy sugarat hatarozza meg. Ha ezek a sugarak nem mind kiilénbozsk, két pont ugyanannak
a sugarnak a korkozépponttol kiilonbozé pontja, s igy tavolsdguk a sugarnal kisebb.

Ha viszont csupa kiilonb6z6 sugarhoz jutottunk, akkor ezek az O kdzéppontnal elhelyezkedd teljes szoget legalabb
7 szOgre bontjak fel, s ezért van kozottiik két olyan sugar, amelynek szoge a teljes sz6g hatodrészénél, 60°-nal kisebb.
Legyen a 8 pont koziil valo A és B ezen a két sugaron (1. dbra).

1. dbra

Minthogy AOB< < 60°, van az OABA-nek nagyobb szoge is. A haromszog szogeirdl és szemkozti oldalairdl szolo
tételre hivatkozva kimondhatjuk ezért, hogy az OAB/A-nek van AB-nél nagyobb oldala, hogy tehat AB kisebb az OA,
OB tavolsagok valamelyikénél, s igy kisebb az utobbiaknal nem kisebb korsugarnal is.

Minden esetben eljutottunk tehat a 8 pont koziil két olyanhoz, amely kielégiti a feladat kovetelményét.

II. megoldas. A korlemezt egy beirt szabdlyos hatszog csiicsaihoz vezets 6 sugér és ezek felezGpontjai altal
meghatarozott szabalyos hatsz0g segitségével 7 tartoméanyra bontjuk fel (2. dbra). E tartoméanyok mindegyike egy-egy
olyan korben helyezkedik el, amelynek atmérGje az eredeti kor sugara. Ez az eredeti korrel koncentrikus és feleakkora
sugara korre, valamint a beirt szabalyos hatszog oldalaihoz tartozé Thales-korokre valoban teljesiil.

2. abra

Tekintsiik most a megadott 8 pontot és forgassuk el a kort tartomanyokra felosztd vonalakat a kor kdzéppontja
koriil agy, hogy a 8 pont egyike se essék feloszto vonalra. Ekkor a 7 tartomény valamelyikében legalabb két pontnak
kell elhelyezkednie. E két pont az illet6 tartoményt leborité kor belsejében van, s igy tavolsaguk a kor dtmérGjénél,
azaz az eredeti kor sugaranal kisebb.

Megjegyzések. 1) Nyilvanvalo, hogy a feladatban nem irhatunk 8 helyébe 7-et, hiszen a kor kozéppontja és
egy beirt szabélyos hatszog csicsai 7 olyan pont, amelyek kézott nem 1ép fel a kor sugaranal kisebb tavolsag. Els6
megoldasunkbol azt is kiolvashatjuk, hogy maés ilyen ellenpélda nincs.

2) Jelolje a,, a korbe irt szabalyos n-szog oldalat. A feladat allitédsa szerint a korlemezen felvett 8 pont kozott
van kettS, amelynek tavolsdga a ag-nal kisebb. Bebizonyitjuk, hogy a két pont mindig meguvdlaszthato gy is, hogy
tdvolsaguk ne legyen a7-nél nagyobb. A kor kozéppontja és egy beirt szabalyos hétszog csticsai mutatjak, hogy a tétel
allitasa ilyen irdnyban tovabb mar nem finomithato.

A bizonyitas gondolatmenete masodik megoldésunkéhoz hasonld, de bizonyos szempontbol azzal éppen ellentétes
lesz. A kort most 8 tartomanyra bontjuk fel. Egy beirt szabalyos hétszog leghosszabb atloi egy kisebb szabélyos
hétszoget burkolnak. Ennek csiicsai az eredeti hétszog csticsaihoz vezets sugarakon helyezkednek el. A felbontast most
a kisebb hétszog és a hétszogestcsokat 6sszekotd sugarszakaszok szolgaltatjak (3. abra).



3. dbra

Azt allitjuk, hogy a 8 tartomany barmelyikén vesziink is fel két pontot (hatarpont felvételét is megengedve), ezek
tavolsaga ar-nél nagyobb nem lehet. Ez a kis hétszog esetében nyilvanvald, hiszen egy szabélyos hétszog pontjai koziil
egy legnagyobb atld végpontjai vannak egymastol legtavolabbra, és a kis hétszog By B3 atloja az abra A; As A5 A-ébdl
kiolvashatoan kisebb, mint A1 As = ar.

A szektorszerti Ay A2 Bo By tartoményra térve elGszor is belatjuk, hogy A1 As = A2B;y (s ugyanigy = A1 Bs). Ez
abbol adodik, hogy az A; As By A7 négyszog rombusz, mert szemkozti oldalai parhuzamosak és A7 A1 = A1 As = ar, igy
tehat az A; By atlé a rombuszbdl egyenl@szariu haromszoget vag le. Ennek szarszoge a kor egyharmadanal kisebb iven
(ti. kéthetedén) nyugvo keriileti szog, ezért 60°-nal kisebb, s igy az egyenl@szara haromszog A1 By alapja az A1 As = ar
szarnal kisebb.

Ha a szektorszerid tartomanyban két egymastol maximalis tavolsagra levs pontot keresiink, nyilvan csak a hatarvo-
nal pontjai johetnek szoba. A maximalis szakasz végpontjai kdzott nem szerepelhet egy hatarolo szakasz bels pontja,
mert valamely pontnak egy szakasz pontjaitél mért tavolsidgai koziil a maximalis értéket csak végponttol mért tavolsag
adhatja. Nem szerepelhet a maximalis szakasz végpontjai kozott az A As koriv belsé pontja sem, mert a korlemez
valamely (a kbzépponttol kiilonb6z6) pontjanak egy koriv pontjaitol mért tavolsagai koziil a maximalis értéket szintén
csak végponttol meért tavolsag adhatja. Igy tehat a keresett maximalis szakasz mindkeét végpontja csak az Ay, Ao, Bo,
B; pontok koziil val6 lehet, s e pontok tavolsdgainak maximuma, mint lattuk, valéban a;.

Tekintsiik most mar a korlemez megadott 8 pontjat. Ha mindannyian a kis hétszogben vannak, akkor barmelyik
kettének a tavolsaga kisebb, mint a;. Ha nem ez a helyzet, forgassuk el a tartoményainkat hatarolé vonalakat a kor
kozéppontja koriil ugy, hogy a 8 pont valamelyike elvalaszt6 vonalra essék. Ekkor a tartomanyok mindegyike tartalmaz
a belsejében és a hataran valahany pontot (esetleg egyet sem) a 8 pont koziil. E szamok sszege legalabb 9 hiszen van
olyan pont, amelyet kétszer is figyelembe vettiink. Kell tehat a 8 tartoméany kozott olyannak lennie, amely a hatarat
is hozzaszamitva legalabb két pontot tartalmaz pontjaink koziil. E kettének a tavolsaga azonban a fentiek szerint
legfeljebb a7, s ez allitdsunk helyességét bizonyitja.



