I. megoldas. A fiakat osztalyozhatjuk aszerint, hogy ki hany lannyal tancolt. Tartozzék Fy azok kozé a fituk kozé,
akik a legtobb lannyal tancoltak. Minthogy F) sem tancolt minden lannyal, van olyan L; lany, akivel F} nem tancolt.
Van viszont olyan F; fid, aki tancolt Li-gyel, hiszen L is tancolt legalabb egy fitval.

F) megvalasztasa miatt F, nem tancolhatott tobb lannyal, mint ahannyal F; tancolt. Ebbé6l kovetkezik, hogy Fo
nem tancolhatott mindazokkal a lanyokkal, akikkel F; tancolt, mert az ellenkezd esetben Fo tObb lannyal tancolt volna,
mint F}, hiszen F5 tancolt Li-gyel is, F} pedig nem. Van tehat olyan Lo lany, akivel F; tancolt, de F> nem.

Az Fy, Fs fiuk és L1, Lo lanyok kielégitik a feladat kovetelményét, hiszen Fy és L1, valamint Fy és Lo nem tancoltak
egymaéssal, viszont F} tancolt Lo-vel és F5 tancolt Li-gyel.

Megjegyzés. A feladat feltevései koziil csak azt hasznaltuk fel, hogy egyik fiti sem tancolt minden lannyal, s hogy
minden lany tancolt legalabb egy fiival. Ugyanigy persze elég lett volna csak arra tamaszkodnunk, hogy egyik lany sem
tancolt minden fiival, s hogy minden fia tancolt legalabb egy lannyal, hiszen a fitik és a lanyok szerepét a megoldasban
is felcserélhetjiik. Két lehet&séget talaltunk tehat a feladat szovegének moéddositaséara, feltevéseinek gyengitésére.

Bar kozvetlenebb és egyszertibb megoldast nem tudunk adni, mégis ismertetiink tovabbi megoldasokat, mert ezek
révén tovabbi érdekes kapcsolatokra és altalanositasokra mutathatunk ra. Az el6z6 bekezdés észrevétele a tovabbi
megoldasokra is vonatkozik.

II. megoldas. Valasszunk ki a résztvevek koziil egy Fi fiat és egy Ly lanyt, akivel F; nem tancolt. Legyen tovabba
F5 olyan fia, aki tancolt Li-gyel, és Ly olyan lany, akivel F, nem tancolt. Ezt a kivalasztast ugyanigy folytatjuk: F;
kivalasztasa utdn (i = 2,3,...) olyan L; lanyt valasztunk, akivel F; nem tancolt, majd olyan F;; fiut, aki tancolt
L;-vel. Addig folytatjuk ezt, amig nem keriilne sor olyannak a kivalasztasara, akit kordbban mar kivalasztottunk.
Minthogy a tadncmulatsagon véges sokan vesznek részt, ez el6bb-utébb bekovetkezik. Eszerint ki lehet valasztani k
fiat és k lanyt, és ezeket korbe lehet gy allitani, hogy minden fiut két lany fogjon kézre, és minden fia tancolt a
baljan 4ll6 lannyal, de nem tancolt a jobbjan alloval. Azt kell bebizonyitanunk, hogy ez méar két fitval és két lannyal
is megvalosithato.

Legyenek egy ilyen korben allok sorjaban
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ahol tehat azt is tudjuk, hogy Fy és Ly tancoltak egymassal. Megmutatjuk, hogy ha k > 2, akkor kevesebb fiubdl és
lanybdl is tudunk ilyen kort alkotni. Ha ugyanis F; tancolt Lo-vel, akkor
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ha pedig F} nem tancolt Lo-vel, akkor
Fy, Lo, ..., Fy, Ly

elégiti ki a kovetelményt. Eszerint a létszam mindig tovabb cstkkenthets, amig csak két fithoz és két lanyhoz el nem
jutunk.

Megjegyzés. Ha a résztvevSket pontokkal dbrazoljuk, és az egymassal tancolokat dbrézolé pontokat egy-egy vo-
nallal kotjiik Gssze, egy grdf szogpontjaihoz és éleihez jutunk. Ha a vonalak esetleg metszik egymast, metszéspontjukat
nem mondjuk a graf szégpontjanak.

A kapott grafot pdros grifnek mondjuk, mert szogpontjai két osztalyba sorolhatok (ti. a fidkat és a lanyokat abrazolo
szogpontokéba) olyan modon, hogy minden él két mas-mas osztalyba tartozo szogpontot kot Ossze. Kiegészithetjiik ezt
a grafot azéltal, hogy éllel kotiink 6ssze minden més-mas osztalyba tartozé két szogpontot. Ennek az élei tehat kétfélék:
vagy szerepeltek mar az eredeti grafban is, vagy csak utobb csatoltuk hozza. Ezt a kétféleséget azzal szemléltethetjiik,
hogy az éleket két szinnel szinezziik meg.

Mondhatjuk tehat, hogy feladatunk egy két szinnel megfestett teljes pdros grdfrol szol. Barmelyik szdgpontot
tekintjiik is, a bel6le kiindul6 élek a feladat feltevése szerint nem mindannyian ugyanolyan szindek. A feladat mar
bebizonyitott allitasa szerint taldlhat6 az ilyen grafban négy csatlakozo él altal alkotott ,négyszog”’, amelynek az élei
valtakozva mas-mas sziniek.

Ez az atfogalmazas mar a bizonyitas soran is alkalmazhat6 lett volna. Az olvasora hagyjuk, hogy ezt a valamivel
szemléletesebb megfogalmazast végiggondolja. Felhivjuk azonban a figyelmet arra, hogy a két szin k6z6tt nincs semmi-
féle szerepkiilonbség. Ez annak felel meg, hogy eredeti feladatunk tartalma mit sem valtozik, ha benne az ,egyméssal
tancolt” és ,,egymassal nem tancolt” fogalmakat felcseréljiik. Ha masodszor is 0sszegytilnek a résztvevék, de most csak
azok tancolnak egymaéssal, akik az elsé alkalommal nem tancoltak, akkor is ugyanazok elégitik ki a feladat allitasanak
kovetelményeit.

Megoldasunk gondolatmenete valtozatlanul alkalmazhato akkor is, ha nem teljes paros grafrol; hanem teljes grdafrol
beszéliink, azaz olyanrdl, amelyben minden szégpontpart él kot Ossze. Ennek az ellenérzését is az olvasora hagyjuk.
Megelégsziink azzal, hogy az igy bizonyitott allitast a kovetkezs szemléletes alakban adjuk el6: Egy tarsasdgban egyesek
ismerik egymaést, masok nem; senki sem ismer mindenkit, de mindenkinek van ismerGse a tarsasadgban; kivalaszthaté
akkor a tarsasag négy tagja, s ezek leliltethetSk egy kerek asztal koré ugy, hogy két szomszédja koziil mindenki csak
az egyiket ismerje. Ehhez az eredményhez az elsé megoldas moédszerével is konnyen eljuthattunk volna.



III. megoldas. Feltessziik, hogy a tancmulatsag résztvevdi kozil nem valaszthatok ki négyen a kovetelményt
kielégit6 modon, s ebbdl a feltevésbdl ellentmondasra kovetkeztetiink, ti. arra, hogy akkor a tdncmulatsagnak végtelen
sok résztvevGje van. Ezaltal a feladat allitasanak helyességét bizonyitjuk be.

Legyen L; az egyik lany és Fy olyan fia, aki tancolt Li-gyel. Legyen Lo olyan lany, aki nem tancolt Fj-gyel, és
F, olyan fia, aki tancolt Ls-vel. Megéllapithatjuk, hogy Fs tancolt Lq-gyel, mert kiilénben (L1, Fy, Fy) kielégitené a
feladat kovetelményét. Az eddig emlitett résztvevik koziil eszerint csak Lo és Fy nem tancoltak egymassal.

Tegyiik fel, hogy méar talaltunk olyan

Ly, Iy, Lo, Fy, ..., Ly, Fy

résztveviket, akik koziil ketten csak akkor nem tancoltak, ha a lany indexe a fiaénal nagyobb. Ez volt a helyzet k = 2
esetében. Megmutatjuk most, hogy a sorozat kiegészithet§ Ly, Fy11 résztvevékkel olyan médon, hogy a kiegészitett
sorozat is rendelkezzék az eredeti sorozat tulajdonsagaval. Ebb6l majd valéban kovetkezik, hogy a kiegészités minden
hataron tul folytathato, hogy tehat végtelen sok résztvevs van.

Minthogy Fj, tancolt az L1, ..., L, lanyok mindegyikével, van olyan tovabbi Lj; lany, akivel nem tancolt. Ez az
Li+1 lany nem tancolt az Fi, ..., Fi_q fidkkal sem, pl. F;-vel azért, mert kiilonben (Ly, Fl, Lgy1, F;), kielégitené a
kovetelést. Minthogy Lgy1 nem téncolt az Fi, ..., F) fiidk egyikével sem, van olyan tovabbi Fjiq fia, akivel tancolt.

Ez az Fjiq fit tancolt az Ly, ..., Ly lanyokkal is, pl. L;-vel azért, mert az ellenkezs esetben (L;, F;, Lit1, Frt1)
kielégitené feladatunk kovetelését. Ezek szerint a kiegészitett

Ly, Iy, Lo, F5, ..., Ly, Fy, Lpi1, Frp

sorozat valoban rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy egy sorozatbeli lany és fit csak akkor nem téncolt egymaéssal,
ha kettejiik indexe koziil a lanyé a nagyobb.

Megjegyzés. Megoldasunk arra is ramutatott, hogy a feladat allitasa végtelen sok résztvevs, pontosabban végtelen
sok fia és végtelen sok lany részvétele esetén mér nem helyes. Egy ellenpéldat, talan még mindig szemléletesen, a
kovetkezSképpen adhatunk els: Egy végtelen nagy tarsasdgban senkinek a magassaga sem éri el a 180 cm-t, de barmily
kevéssel kisebb magassagot adunk is meg, mar talalhato olyan fit is és olyan lany is, aki azt a magassagot eléri; minden
fit csak a nala kisebb lanyokkal tancol. Konnyd ellendrizni, hogy ekkor a feladat feltevései teljesiilnek, viszont nem
véalaszthato ki két fia és két lany a feladat kovetelményét kielégité modon.

Ez az ellenpélda természetesen megszovegezhets gy is, hogy csak grafokrol szolunk. Felvetjiik most a megfelels
kérdeést végtelen teljes grafokra is. Kérdezziik tehat, hogy ha egy végtelen sok szogpontu teljes graf éleit tgy szinezziik
meg két szinnel, hogy egy szogpontbdl se induljon ki csupa ugyanolyan szini él, vajon mindig igaz-e, hogy a graf tartal-
maz valtakozo szinl négyszoget. Olyan példat adunk meg, amely mutatja, hogy ez sem igaz. Tartozzék a termeészetes
szamok mindegyikéhez egy-egy szogpont; az a, b szdmokhoz tartozé szégpontokat 0sszekots él legyen piros vagy kék
aszerint, hogy a és b nagyobbika paros-e vagy paratlan. Kénnyi ellendrizni, hogy itt a feltételek teljesiilnek, viszont
valtakozo szinti négyszog nem talalhato.

IV. megoldas. Tudjuk, hogy minden fiithoz taldlhat6 olyan lany, akivel nem tancolt. Lehetséges, hogy barmely két
fithoz is talalhato olyan, akivel egyikiik sem tancolt. Talan barmely harom vagy esetleg még tobb fithoz is taldlhaté
mindig ilyen lany. Van mindenesetre egy legnagyobb k érték, amelyre még igaz, hogy barmely k fithoz taldlhato olyan
lany, akivel egyikiik sem tancolt. Ez a k kisebb, mint a tancmulatsagon résztvevd fiuk szama, hiszen minden lany
tancolt legalabb egy fitval.

Minthogy k + 1 mar nem rendelkezik k tulajdonsigaval, kivalaszthato k + 1 fiu:
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olyan médon, hogy minden lany tancolt valamelyikiikkel. Ha koziiliik egyet, pl. Fi-et elhagyjuk, a megmaradé k fithoz
k tulajdonsaga miatt talalhatéd olyan Ly lany, akivel egyikiik sem tancolt, s ezért vele a k + 1 fia koziil csak Fy tancolt.
Ugyanigy okoskodhatunk, ha a k + 1 fit koziil nem Fj-et, hanem egy masikat hagyunk el. Ilyen moédon olyan
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lanyokhoz jutunk, akiknek mindegyike csak az ugyanolyan indexd fiaval tancolt a k + 1 fia koziil.
Minthogy k > 1, az Fy, F, fiukrdl és az L1, Lo lanyokrol minden esetben szé lehet, s ezek kielégitik a feladat
kovetelményét.

Megjegyzés. Valamivel révidebb volna ez a megoldés, ha befejezésekor csak Ly és Lo létezésére kovetkeztetnénk,
hiszen csak erre volt sziikség. Igy viszont a kivetkezs, a feladat allitasanal tobbet mondé eredményhez is eljutottunk:
Ha egy tancmulatsdgon minden lany tancol legaldbb egy fituval, és barmely k fidhoz talalhaté olyan lany, akivel
egyikiik sem tancolt, akkor kivalaszthato a résztvevék koziil k fia és k lany tgy, hogy ezek mindegyike tancolt ezek
valamelyikével, mégpedig mindenki csak eggyel.

Megoldasunk gondolatmenete ismét alkalmazhaté akkor is, ha nem egy teljes paros graf, hanem egy teljes graf két
szinnel val6 megszinezésérdl van szd. Az olvaso konnyen ellendrizheti, hogy igy a kovetkezSképpen megfogalmazhatd
eredményhez jutunk: Egy tarsasagban mindenkinek van ismerdse, de a tarsasag barmely k tagjdhoz talalhaté olyan,
akit egyikiik sem ismer; ekkor kivalaszthatd a tarsasagnak 2k tagja, s ezek leiiltethetGk egy asztal két oldalan olyan
modon, hogy a szemkdzti oldalon iil6k koziil mindenki csak a vele szemben 16t ismerje.



