I. megoldas. Ha a szabalyos ABC'A mentén Osszeillesztjiik az egybevagdo ABCD, ABCE gulakat (1. abra), a D,
E csucsok a haromszog sikjara a haromszog S kozéppontjaban emelt merdlegesen helyezkednek el. Az Gsszeillesztéssel
keletkezd test eszerint nemcsak az ABC sikra, hanem pl. az ADE sikra is szimmetrikus. E szimmetriakbol kovetkezik,
hogy a D, E cstcsokbdl az AB élre, valamint a B, C csticsokb6l az AD egyenesre bocsatott merdlegesek egyenlsk, s
hogy kozos F és G talppontjuk van. Eszerint a DF E<{ az AB él mentén, a BGC< pedig az AD él mentén csatlakozo
lapok szogét méri. Minthogy e szogek a feltevés szerint egyenlSk, a DFE, BGC haromszogek hasonlok, hiszen egyenld
szartak és szarszogiik ugyanakkora.

1. dbra

A hasonl6sagbol a megfelels oldalak aranyara
DE: BC = DF : BG
kovetkezik. A jobb oldali szakaszok az ABD/\ magassagai, s ezért forditva ardanylanak, mint a megfelel§ oldalak:
DF : BG=AD: AB.

Minthogy BC = AB, az arédnypérok egybevetésébdl DE = AD kovetkezik, tehéat az is, hogy az ADEA szabélyos, és
igy hasonlo az ABC/A\-hoz. Ebbdl a hasonlosaghol az oldalak és magassagok aranyara

DE : BC = AS : AH

adodik. Minthogy az S sulypont harmadolja az AH stlyvonalat, az utolsé arény értéke 2/3. Ez tehat egyben a DE : BC
arany keresett értéke is.

Megjegyzés. Feladatunk abbol a feltételezésbdl indul ki, hogy van olyan test, amelyre a feladat kovetelménye
teljesiil, azaz lapszogei mind egyenl6k. Ramutatunk itt arra, hogy ez valéban igaz, mégpedig éppen gy jutunk hozza,
hogy a DE : BE arany értékét a megoldasban talalt 2/3-nak valasztjuk, azaz a szabalyos ABCA kézéppontjaban a
haromszog sikjara emelt merdlegesen mindkét irdnyban a hiaromszog oldalanak harmadat mérjiik fel, s az igy kapott
D, E cstcsok altal meghatarozott testet tekintjiik. Ennek az allitdsnak a helyessége megoldasunk gondolatmenetének
megforditasa utjan lathato be.

A szerkesztés kovetkezménye ugyanis, hogy a megoldasbeli utolsdé aranypar teljesiil, s ebbdl kévetkezik, hogy az
ADEN és ABCA hasonlo, hogy tehat az ADE/A, is szabalyos. Eszerint AD = DE, és a kozépsé ardnypar jobb
oldalan 4ll6 arany értéke 2/3. Ennyi tehat a bal oldali arany értéke is, s ezért az els6 aranypar is helyes. Ebbdl viszont
az egyenls szara DFEA és BGCA hasonlosaga adodik, s ezek megfelels szogeinek egyenlGsége miatt a szerkesztett
test lapszogei valoban egyenldk.

A szoban forgd testhez a legegyszeriibben talan ugy juthatunk el, hogy egy szabalyos ADE/A-et DE oldala koriil
mindkeét iranyban 120°-kal elforgatunk, s az igy ad6d6 harom haromszog altal kifeszitett testet tekintjiik. Ez kozvetleniil
adodik a fentiekbdl.

II. megoldas. Az 1. abra jeloléseit hasznéljuk, és abbdl indulunk ki, hogy az Gsszeillesztéssel keletkezs test az
ABC sikra és az ADFE sikra is szimmetrikus. Eszerint ez a két sik az AB éli és az AD éld lapszoget felezi, s e lapszogek
feltételezett egyenlGsége miatt a két sik mindegyike ugyanakkora lapszoget alkot az ABD sikkal.

Tiikrozziink a BAD< szogfelez6jében a szog sikjara merdlegesen emelt sikra. E tlikrozéskor az AB és AD széarak is,
s az imént emlitett lapszogek egyenlGsége miatt az ABC és ADFE sikok is helyet cserélnek. Ezért AS metszésvonaluk
helyben marad, és a szimmetrikus BAS< és DAS< egyenlé. Ha tehat a DFE szakaszt az AS tengely koriil 90°-kal
elforgatjuk, D és ugyaniugy E az AB és AC élre jut, s ezért DE egyenl$ az ABC A-et atvago, AS-re mer6leges B1.SCy
szakasszal (2. abra). Minthogy pedig S az ABCA stlypontja, s ez A-t6l 2/3-szor akkora tévolsagra van, mint a BC

oldal felezGpontja, a keresett arany
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2. abra

III. megoldas. Tekintsiik az Gsszeillesztéssel keletkezd bipiramis A csticst, négyéld szogletét. Ezt a szogletet
négy egyenld szogtartomany hatérolja, amelyek a feltevés szerint egyenls lapszdgeket alkotva csatlakoznak egymashoz.
Eszerint ez négyoldalu szabalyos szoglet, azaz olyan, mint a négyoldali szabalyos gula csiicsandl elhelyezkeds, amely
a gula tengelye koriil 90°-kal elforgatva dnmagat fedi.

Ha tehat a bipiramis DSFE tengelyét az A cstcsu szoglet AS tengelye koriil 90°-kal elforgatjuk, akkor az el6zs
megoldasban emlitett By C, szakaszhoz jutunk. Ebbdl a feladat kérdésére adando valasz mar ugyanugy kovetkezik.

Megjegyzés. Utolsé megoldasunk nemcsak azért révid, mert az el6zére hivatkozott, hanem azért is, mert a szog-
letekre vonatkoz6 ismeretekre tdmaszkodott. Miel6tt ezeket részleteznék, néhany elnevezést emlitiink meg.

Tekintslink egy poliédert, annak egyik cstcsat és mindazokat az ebbdl a cstcsbol kiindulé félegyeneseket, ame-
lyeknek egy kezd@szakasza a poliéderhez tartozik. E félegyenesek pontjai egyiittesen egy végtelenbe nyuld alakzatot
alkotnak, amelyet a poliéder szdgletének neveziink. A szoglet legtobbszor végtelenbe nyilo gila. A szogletet hatarold
szogtartomanyok a szoglet oldalai, s a csatlakozo6 oldalak altal alkotott lapszdgek a szoglet szdges.

Egy szoglet akkor szabdlyos, ha minden oldala és minden szdge ugyanakkora. Bebizonyitjuk, hogy a szabalyos
n-oldalu szogletnek van tengelye, amely koriil 360°/n szoggel elforgatva a szoglet ujbol ugyanabba a helyzetbe jut.
Megoldasunk ezt hasznalta fel az n = 4 esetben.

3. dbra

Tekintsiik az OA;, OA,, ..., OA, éld, n-oldalt szabélyos szogletet, (3. abra). Az A1 0 Ay« sikjara az OFy szogfelez6
mentén merdleges sikot emeliink. Ezt a sikot az O As éld lapszoget felezé sik a t egyenesben metszi. A szabalyossag miatt
A10As< = A20A3<, s ezért e szogek a lapszogiiket felez6 A2Ot sikra vonatkozolag szimmetrikusan helyezkednek el.
Ebbdl a szimmetriabol kovetkezik, hogy az F1 Ot sik tiikorképe az AsOAz< sikjat annak OF, szogfelezGjében metszi,
s hogy OF; és OFy ugyanakkora szoget zar be a t egyenessel. Ha tehat a szogletet ¢ koriil az Fy0Ot, F»Ot sikok
hajlasszogével elforgatjuk, akkor az A;0A5 oldal fedi az AsOAs oldalt. Minthogy pedig a szabalyos szoglet szogei
egyenlk, az elforgatott AoOAs oldal az A3OA4 sikba keriil, és a szoglet oldalainak egyenlGsége miatt az OAg él az
OA4 helyzetbe jut. Ugyanigy kovetkeztethetiink azonban tovabb, és megallapithatjuk, hogy valamennyi oldal és él a
rakovetkezonek a helyét foglalja el. Ha tehat ezt az elforgatast n-szer megismételjiik, mindegyik az n-edik rakovetkezot,
azaz onmagéat fedi. Eszerint ez az n-szeres elforgatas 360°-os, és egy elforgatas valoban ennek n-edrésze.

Ha n paros, legyen n = 2k. Ekkor a k-szoros elforgatas 180°-os, tehat a tengelyre vonatkoz6 tiikrozést jelent. Ebben
az esetben kimondhatjuk tehat, hogy a tengely az atellenes élek szogét felezi. Megoldasunk az n = 4 esetben ezt is
felhasznalta.



