Ha az ABCA nem tompaszogt, akkor (a belsejében vagy a hatéran) tartalmazza a koréirt kor O kozéppontjat.
Ezért az S sulypont altal meghatarozott SAB, SBC, SC A haromszogek koziil legalabb az egyik szintén tartalmazza
az O pontot. Legyen az SABA ilyen (4. dbra).

4. dbra

Minthogy az SABA tartalmazza az OABA-et,
SA+SB>0A+ OB,

és az egyenlGség csak akkor teljesiilhet, ha O és S azonos. Eszerint az s, = AA;, s, = BB sulyvonalakra és a koriilirt
kor r sugarara
2s + 2s > 2r
3 a 3 b Z y
vagyis
Sa + Sp > 3.

Ha O azonos C;-gyel, akkor nyilvan CO = CC;. Ha azonban O nem azonos Ci-gyel, akkor az OC) szakaszt
merdlegesen felez e egyenes beleviag a haromszogbe, tehat a vele parhuzamos AB szakaszt elvilasztja a C' cstcstol.
Eszerint C' és O ugyanabban az e egyenes altal hatarolt félsikban van, s ezért a C' pont az e egyenesre vonatkozolag
szimmetrikusan elhelyezkedd O, C7 pontok koziil O-hoz van kozelebb. A CCy = s, és CO = r szakaszokra ezek szerint

Se >

mindig teljesiil, és egyenlGség csak akkor all fenn, ha O és Cy azonos:
EgyenlGtlenségeinket osszeadva
Saq + Sp+ Se > 4r

adodik, de itt az egyenldség soha sem teljesiilhet, mert egyszerre nem teljesiilhet mind a két Osszeadott egyenlétlen-
ségben, hiszen O nem lehet az egymastoél kiilonbozs S, C; pontok mindegyikével azonos.

Megjegyzések. 1. Nem hagyhato el a feladatnak az a megszoritasa, hogy a haromszog nem tompaszogi. Barmilyen
csekély tullépést engednénk is meg, 90° folé, a feladat allitdsa mar nem volna helyes. Bebizonyitjuk, hogy ez valoban
igy van.

Induljunk ki tehat egy tetsz6legesen megadott ABC<( > 90° sz6gbdl. Messe az AB = c szakasz felez6merslegese
a BC' szarra B-ben emelt merdlegest az O; pontban (5. abra). A BC szaron ugy valasztjuk meg a C pontot, hogy a
BC = a téavolsagra

a+c<2-B0O;

teljesiiljon. Az ABCA koré irt kor sugarara
r=B0O > A0 > BOq,

hiszen a két utolsé szakasz ugyanannak a szognek parhuzamos szelGje, és BO; van a sz0g cstcsdhoz kozelebb.
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Az ABCA sulyvonalaira az ABA;, BCy By, CBC1 haromszogek egyenlGtlenségei alapjan

<a+ <a+c < +c
Sa 5 c, S = =, Sc a —.
2 bS35 7 9 2
Ezek szerint

Sa+ syt 8. <2(a+c)<4-BO; <4r.

2. Bebizonyitjuk, hogy akkor sem volna helyes a feladat allitasa, ha benne 4 helyett valamely 4-nél barmi csekéllyel
is nagyobb szam allna.

Egy 2d alapt, m magassagu egyenl@szara haromszog (6. abra) stlyvonalaira az AA; DA-re vonatkozo egyenlétlenség
felhasznalasaval
m
2
Sa + Sp + Se < 2m + 3d.

3
Sq = Sp < +§d, Se =m,

A koriilirt kor sugarara
r>

)

m
2
hiszen az m magassagot a kor tartalmazza. Ezek szerint
d
Sat+Spt+se<|(44+6— 1.
m
Ha )\ egy tetszéleges, 4-nél nagyobb szdm, m régzitése utan d megvalaszthaté olyan kicsire, hogy
d
446— <A
m

teljesiiljon. Az igy adddo haromszogre a fentiek szerint

Sa + Sp+ S < Ar.

C
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3. A feladat arrdl szolt, hogy a stlyvonalak Osszege a koriilirt kor sugaranak legalabb hanyszorosa. Bebizonyitjuk
most, hogy legfeljebb 4,5-sz0rdse, és itt a haromszoget illetGen semmiféle megszoritast sem tesziink. Szabalyos harom-
sz0g esetében a vizsgalt arany éppen 4,5. Megleps talan a nem tompaszogi haromszogekre érvényes viszonylag sziik
(4, 4,5) értekkoz.

Tekintsiik a sik egy P pontjanak az ABCA csicsaitol mért tavolsagait. Ezek szamtani kozepét a(P), négyzetes
kozepiiket pedig ¢(P) jeloli. Ismeretes, hogy a(P) < q(P).

Bizonyitasunk arra épiil, hogy ¢(P) > ¢(S). Ha az A, B, C pontokba egységnyi tomegeket helyeziink, akkor
3[q(P)}2 e tomegrendszer tehetetlenségi nyomatéka a sikot a P pontban merdlegesen dof6 egyenesre vonatkozolag.
Az imént kimondott egyenlStlenség kovetkezik tehat abbol, hogy parhuzamos tengelyek koziil a silyponton athalado
tengelyre vonatkozo6 tehetetlenségi nyomaték a legkisebb.

Egyenl6tlenségiinket fizikai ismeretekre valé hivatkozas nélkiil akarva bebizonyitani bevezetjiik az

S’—fl:a, k@:b, S?:C, ﬁ:p
vektorokat (lasd pl. Matematikai Versenytételek, II. rész, 26-30. o. és 69. o.). Felhasznaljuk azt, hogy

at+b+c=0.



Az egyenlGtlenségiinkben szerepls értékekre

3[q(5’)]2 =a’+b? +c?,

3[a(P))* =(a—p)’+(b-p)°+(c—p)°=
=(a’+b’+ ¢*) —2p(a+b+c)+3p’=
=3[q(5)]” + 3p° > 3[a(5)]”.

Ezzel a q(P) > q(S) egyenl6tlenség bizonyitast nyert, de ebbdl eredeti allitasunk is nyomban kovetkezik:

9 9 9 9
Sa+ Sp+ 5. = 5“(5) < 5(1(5) < 5‘1(0) = ST

4. Megemlitjiik, de nem részletezziik, hogy a tetraéder silyvonalainak dsszege a koriilirt gomb sugarénak legfeljebb
16/3-szorosa, s hogy ez ugyanigy bizonyithato, ahogyan a megfelels sikbeli allitast éppen bebizonyitottuk. Ha felada-
tunk allitdsanak térbeli megfelelGjét keressiik, valamilyen megszoritast kell tenniink a tetraéderre vonatkozolag, annak
megfelelGen, hogy a feladat csak nem tompaszdgli haromszogekrdl szolt. Azok a haromszogek nem tompaszogiiek,
amelyek tartalmazzak a koréjiik irt kor kozéppontjat. Erthet tehat, hogy azokrol a tetraéderekrsl szolunk, amelyek
tartalmazzak a koréjiik irt gémb kozéppontjat, azonban csak bizonyitas nélkiil emlitjiik meg, hogy az ilyen tetraéderek
silyvonalainak Osszege a koriilirt gobmb sugaranak 4-szeresénél nagyobb, és itt 4 helyébe nagyobb szdmot irva mar
helytelen allitashoz jutunk.



