I. megoldas. Feltehetjiik, hogy P nincs a DA, DB, DC oldaléleken, mert ha pl. a DA élnek D-t6l kiilonb6z6
pontja, akkor PA < DA.

Elég megmutatnunk, hogy az APD, BPD, CPD haromszogek valamelyike P-nél derékszogli vagy tompaszogd.
Ha ugyanis pl. az APDA ilyen, akkor DA a legnagyobb oldala, s ezért PA < DA (10. abra).

10. dbra

P-b6l induld, PD-vel hegyesszoget bezard félegyenesek annak a féltérnek a belsejében haladnak, amelyet a P-ben
PD-re mertlegesen allitott sik hatérol, s amely tartalmazza a D pontot. Ha tehat az el6bb emlitett haromszogek
P-nél mindannyian hegyesszogtiek, akkor a gila minden cstcsa a mondott féltér belsejében van, tehat maga a gila is,
s ez ellentmond annak, hogy P a féltér hatarsikjan helyezkedik el. Ez az ellentmondéas bizonyitja, hogy haromszogeink
kozott valoban van olyan, amely P-nél nem hegyesszog.

D

11. dbra

II. megoldas. A P ponton at az ABC sikra mer6legest allitunk. Legyen ) ennek a mer6legesnek az ABC' siktol
legtavolabbi, még a gulahoz tartozé pontja (11. abra). @ tehat az ABD, ACD, BCD oldallapokon helyezkedik el,
legyen pl. az ABD lapon. Allitsunk ennek sikjaban a @ ponton &t merdlegest az AB egyenesre. Legyen R ennek
a merdlegesnek az AB egyenestdl legtavolabbi, még az ABD haromszoghtz tartozo pontja. R tehat az AD, BD
oldaléleken helyezkedik el, legyen pl. az AD szakasznak pontja.

Ha egy pontot mer6legesen tavolitunk egy siktol vagy egy egyenestsl, akkor a sik minden pontjatol, illetSleg az
egyenes minden pontjatol tavolodik. Ezért

PA<QA< RA< DA.

Mindeniitt meg kellett engedniink az egyenl@séget is, hiszen P = @), Q@ = R, R = D mindegyike lehetséges. Mindezek
azonban egyszerre nem teljesiilhetnek, mert P nem azonos D-vel. Ezért legalabb egy helyen az egyenlGtlenség jele
érvényes, és igy PA < DA.

II1. megoldas. A PD szakaszt merGlegesen felezd sik kettévagja gulankat, hiszen P és D a sik mas-més oldalan
van, és a galahoz tartozik. Ebbd&l kovetkezik, hogy e sik &ltal hatarolt félterek mindegyikének a belsejében van csicsa
a gulanak, mert ha az egyikben nincs, akkor a csticsaival egyiitt az egész gula is a masik féltérben van, s igy a sik nem
vaghatné ketté a gulat. Ha pl. az A cstcs a P pontot tartalmazé féltér belsejében van, akkor PA < DA, hiszen e féltér
bels6 pontjai kdzelebb vannak P-hez, mint D-hez.

Megjegyzések. 1. Mindharom megoldasunk a feladat allitdsan tilmenden azt is bebizonyitja, hogy a PA, PB,
PC tavolsagok kozott van olyan, amely kisebb, mint a DA, DB, DC' tavolsagok koziil a vele azonos végpontu.

2. A masodik megoldés valtoztatas nélkiil alkalmazhaté akkor is, ha nem harom, hanem akirhany oldala gularél
van sz6. Bizonyitja tehat, hogy egy guldnak a csicsdtdl kiillonbozd (belsejében vagy hatdrdn elhelyezkedd) pontja kizelebb
van az alaplap valamelyik szégpontjihoz, mint a gula csicsa.

3. A harmadik megoldas alapjan még tobbet is kimondhatunk. Mo6dositas nélkiil helyes marad ez a megoldas akkor
is, ha benne gula helyett tetsz6leges poliéder szerepel. Bebizonyitja tehat, hogy egy poliéder valamely D csicsdtol



kilonbozd (belsejében vagy hatdrdn elhelyezkedd) pont kozelebb van a poliéder valamelyik D-t6l kilonbozd csicsdhoz,
mint D. Ugyanez az els6 bizonyitas médszerével is kdnnyen bizonyithato.

4. Legyenek a haromoldala gula oldalélei dy < do < d3, egy a gula csicsatol kiillonb6zs pontjanak az alapharomszog
csucsaitol mért tavolsdgai pedig p1 < p2 < p3. Az indexezés itt csak a nagysagrendtdl fiigg, és nem jelenti, hogy az
azonos indexteket azonos végpontu szakaszok adjak. Kérdezhetjiik, hogy ha megadunk valamilyen d;, ds, ds, p1, p2,
p3 tavolsagokat, vajon talalhato-e olyan gula s abban olyan pont, amelyekhez éppen a megadott értékek tartoznak.

Feladatunk kimondja, hogy

p1 < d3

sziikséges ahhoz, hogy ez lehetséges legyen. A masodik megoldasbol kénnyen kiolvashato, hogy
p1+p2 <dx+ds

is sziikséges feltétel, hiszen ott PA+ PB < QA+ QB < DA + DB, és az egyenlGség nem teljesiilhet mind a két
esetben.

Erdemes megemliteni, hogy pl. po < ds mar nem kell, hogy teljesiiljon, és nem kell teljesiilnie a p; + pa + p3 <
dy + ds + d3 egyenl6tlenségnek sem. Mindez kiolvashaté a 12. 4brabol, amelyen a szakaszok mellett azok hossza 4ll.
Ezek a tapasztalatok tovabbi sziikséges feltételek keresésekor ovatossagra intenek.

12. dbra

Vannak azonban még tovabbi sziikséges feltételek is, mert ha a méar emlitettek mind teljesiilnek, ez még nem
elégséges ahhoz, hogy valoban taldlhato legyen a di, da, ds, p1, p2, p3 értékeket szolgaltato gula és pont. Ilyen egyszertd
formaju sziikséges és elégséges feltétel nem ismeretes. Megkeresése talan érdekes, de nagyon kénnytinek nem latszo
feladat.



