I. megoldas. Egy konvex n-szdgben d atlot valasztunk ki agy, hogy koziiliik barmely kettének legyen kozos pontja
(1. abra). Két cstucsot akkor mondunk szomszédosnak, ha kivalasztott atlo koti ossze Gket. Egy cstucs akkor i-edfoku,
ha i csiccsal szomszédos. Az i-edfokd csicsok szamat a;-vel jeloljiik. Ezek szerint

ai+az+as+...<n,

hiszen a baloldal értéke akkor volna n, ha azoknak a csicsoknak a szamat is hozzdadnok, amelyeknek nincs szomszédjuk,
azaz nem indul ki bel6liik kivalasztott atlo.

1. dbra

Ha valamely csics fokszama i > 2, akkor a bel6le kiindulo kivalasztott atlok koziil két ,,sz61s6” kozrefog egyet vagy
tobbet. Az ilyen kozrefogott atlo masik végpontjaban nem csatlakozhat hozza kivalasztott 4tl6, mert annak nem lehetne
kozos pontja a két ,szé1s6” mindegyikével. Eszerint ¢ > 2 esetén minden i-edfoki cstcs legalabb i — 2 els6foki csticesal
szomszédos. Minden elséfokud cstcs természetesen csak legfeljebb egy magasabb foka csiccsal lehet szomszédos. Ebbél
az els6foku cstucsok a; szaméra

a1 > asz + 2a4 + 3as5 + ...

kovetkezik, hiszen a harmadfoku csticsok legalabb egy-egy els6fokival szomszédosak, a negyedfoktak legalabb kett&vel-
kettGvel, stb.
A d darab kivéalasztott atlonak Osszesen 2d vége van. Ezek a végek a csucsokndl helyezkednek el, minden i-edfoku
csucsba i vég fut. Ezek szerint
2d = a1 + 2a2 + 3a3 +4ag + . ..

Ebbdl az egyenletbdl az el6zdk felhasznéalasaval

2d =(a; + 2a2 +2a3 + 2a4 +...) + (a3 +2a4 + ...) <
<(a1 +2as +2a3+2a4+...)+a; =
:2(a1+a2+a3+a4+...)§2n

kovetkezik. Bebizonyitottuk tehat, hogy valéban d < n.

Megjegyzések. 1. Megoldasunk az atlokrol csak azt hasznalta ki, hogy azok a csticsokat 0sszekots egyenes sza-
kaszok. Valtozatlanul helyes marad tehat a megoldas, ha a sokszog oldalait is az atléi kozé soroljuk, ha tehat azt
bizonyitjuk, hogy egy konvex n-szdg csiucsait dsszekotd szakaszok kozil nem lehet n-nél tébbet gy kivdlasztani, hogy
barmely kettdnek legyen kozds pontja.

2. Csak ott gondoltunk arra, hogy egy konvex sokszdg csicsair6l van sz6, ahol a , kozrefogott” atlokrol mondhattuk,
hogy els6foku csiicsokba vezetnek. Itt sincs azonban erre sziikség. Ha egy pontbol mas-méas irdnyba harom szakasz
indul, akkor sohasem csatlakozhat mindegyikhez annak végpontjaban olyan szakasz, amelynek a pontbdl kiinduléd
maésik két szakasz mindegyikével van kozos pontja. Ha ugyanis a harom szakasz egy a ponton athalad6 egyenes altal
hatarolt félsikban van, akkor nem mondtunk tjat; ha viszont nem ez a helyzet, akkor a harom szakasz egyikéhez sem
csatlakozhat annak végpontjaban olyan szakasz, amelynek van kézos pontja a maésik ketté mindegyikével. Ezek szerint
azt is bebizonyitottuk, hogy ha a sik n pontja kézil egy egyenesen sincs ketténél tobb, akkor e pontokat dsszekdtd
szakaszok kozil nem lehet n-nél tobbet igy kivdlasztani, hogy barmely kettonek legyen kdzds pontja.

Sziikség volt itt arra a megszoritdsra, hogy ketténél tobb pont nincs egy egyenesen. Nemcsak azért, hogy bizonyi-
tasunk, amely mas-mas iranyba indulé szakaszokrol szolt, alkalmazhato6 legyen, hanem azért is, mert pl. egy egyenesen
egymast kovetden felvett A, B, C, D pontok AB, AC, AD, BC, BD 06sszek6ts szakaszai mar ellentmondananak a
megszoritas nélkiil kimondott allitdsnak.

3. Megemlitjiik végiil, hogy a most emlitett altalanositasok ugyanigy kiolvashatok a kovetkez& megoldasbol is.

II. megoldas. Bebizonyitjuk, hogy — miként megjegyzésiinkben méar emlitettiik — ha nemcsak az atlokbol valo-
gathatunk, hanem az oldalakbdl is, akkor sem véalaszthaté ki n-nél tobb, paronként kozos ponttal rendelkezé szakasz.

Ha az n-sz0g cstucsai kozott van elséfoki, tehat olyan, amelybdl csak egy kivalasztott szakasz indul ki, akkor
hagyjunk el abrankbol egy ilyen szakaszt. Eredetileg d szakasz szerepelt, és egyiittesen m < n végpontjuk volt. Az
elhagyas utan csak d; = d — 1 szakasz maradt, és végpontjaik szama is legalabb 1-gyel kisebb: m; <n — 1.

Ha lehetséges, hagyjunk el ismét ugyanugy egy szakaszt. Ezaltal do = d — 2 szakaszhoz jutunk, amelyek végpont-
szama myo < n — 2. Folytassuk ezt, amig csak lehetséges. Végiil d, = d — k szakaszhoz jutunk, amelyeknek egyiittesen
my < n — k végpontjuk van.



Az igy kapott abrdban mér nincs elséfokd szogpont, de nincs 2-nél nagyobb fokszamu sem, mert ha egy cstucsbol
héarom szakasz is kiindul, akkor a ,kdzrefogott” szakaszok végpontja csak elséfoku lehet, amint ezt az elz6 megoldasban
is felhasznaltuk. A végabraban ezek szerint minden végpont méasodfoku. A szerepls dy, szakasz 2dj, vége tehat parosaval
esik egybe, azaz my = di pontba fut. Az my = dj eredmény akkor is helyes, ha az elhagyogatasok befejezése utan
egyetlen szakasz sem marad meg, mert akkor dj, = 0 és my = 0.

A dj, = my, eredménybdl az el6z6k szerint d — k < n — k, azaz d < n kovetkezik, ami a feladat allitasa volt.

III. megoldas. Kozombos, hogy melyik konvex n-szog atloi koziil akarunk megfelel6 modon lehets legtdbbet
kivalasztani, hiszen két atl6 kozos pontjanak létezése csak azon mulik, hogy az atlok végpontjai a sokszog hataran
elvélasztjak-e egymast, illetleg vannak e kozottiik egybeesSk. Elég ezért, ha a feladat allitasat a szabélyos n-szogre
bizonyitjuk be.

A szabalyos n-szdg atloit csoportokba soroljuk, egy csoportba sorolva az egymassal parhuzamosakat. Ha belatjuk,
hogy nincs n-nél tébb csoport, bebizonyitottuk a feladat allitasat, hiszen akkor n-nél tobb atlo kivalasztasakor arra
kényszeriiliink, hogy egy csoportbol tobb atlot valasszunk ki, s az ilyen parhuzamos atléknak nincs kézos pontjuk.

Az emlitett csoportok szama valoban nem lehet n-nél nagyobb. Ha ugyanis a sokszdg kézéppontjabol merdlegest
allitunk egy atléra, ez a mer6leges egyenes a sokszoghdl csak csticsban vagy egy oldal felezépontjaban léphet ki, ti.
aszerint, hogy a sokszog keriiletének az atldé végpontjait Osszekotd, a merdleges dltal felezett része paros vagy paratlan
sok oldalbol &ll-e (2. abra). Minthogy n cstcs és n oldalfelez6pont van, minthogy tovabba minden meréleges e 2n
pont kozilil mas-méas kett6t metsz ki, csak n ilyen meréleges lehet. Mivel az egy csoportba sorolt atlok ugyanarra az
egyenesre merdlegesek, a csoportok szama valéban nem lehet n-nél nagyobb.

2. dbra

Megjegyzések. 1. Belattuk, hogy a feladat el6irdsa szerint nem valaszthat6é ki n-nél tobb atlo. Kérdés, n atlo
kivalaszthato-e.

Nyilvan nem véalaszthato ki, ha n értéke 3 vagy 4, mert a haromszognek nincs atloja, a négyszognek pedig csak
két atloja van. Ha viszont n > 5, akkor mindig kivalaszthaté n atlé az el6irt moédon, amint ezt a 3. dbra kénnyen
altalanosithato példaja bemutatja. Igaz marad ez természetesen akkor is, ha az oldalak kivalasztasat is megengedjiik.
Ebben az esetben azonban nincs méar sziikség a haromszog és a négyszog kirekesztésére.

3. dbra

Nem véalaszthato ki viszont minden esetben n paronként koézos ponttal rendelkezd 6sszekotd szakasz, ha nem egy
konvex sokszog cstcsair6l, hanem a sik n pontjardl van sz6. Ha az egyik pontot az Gsszes tobbivel 6sszekotjik, az
el6irast kielégité n — 1 szakaszt kapunk. Tébbet nem kaphatunk pl. akkor, ha az ABCA csucsairol és a hdromszogben
halad6 BC koriv n — 3 > 0 tovabbi pontjarol van szo (4. abra). Ezt a kovetkezSképpen lathatjuk be:




A-bo6l csak n — 1 szakasz indul ki. A BC' iv n — 1 pontjat 6sszek6td szakaszok koziil is csak n — 1 valaszthato ki az
el6irasnak megfelelGen, hiszen ezek egy konvex (n — 1)-szog csucsai. Ha A-bol indulo szakaszt is és a BC' iv pontjait
Osszekot6 szakaszt is kivalasztunk, akkor ezek k6zos pontja csak az A-bol indul6 szakasz méasik végpontja lehet. Ha
tehat a kivalasztott szakaszok kozott csak egyetlen A-bol indulé van, akkor ennek masik végpontja sziikségképpen
minden mas kivalasztott szakasznak is végpontja, s ezért igy is csak n — 1 szakaszhoz juthatunk. Ha viszont két A-bol
induld szakaszt és a BC' iv egy hurjat is kivalasztjuk, akkor ezek sziikségképpen haromszoget alkotnak, és tovabbi
szakasz mar nem valaszthaté hozzajuk az elGiras megsértése nélkiil.

Megemlitjiik itt még, hogy ha tetszsSleges n-szog esetében csak a belsd atlok koziil valogathatunk, akkor még n — 1
paronként kozos ponttal rendelkezs sem valaszthato ki minden esetben, hanem csak 2. Az 5. dbra példaja mutatja,
hogy tobbet nem kovetelhetiink meg. Nem nehéz bebizonyitani, hogy ha n > 5, akkor két csatlakozo bels6 4tl6 mindig
talalhato, e bizonyitast azonban az olvaséra hagyjuk.

5. dbra

2. Felmeriil a kérdés, hogy ha a sik (harmasaval nem egy egyenesen elhelyezkeds) n pontjat Gsszekots szakaszok
koziil ki lehet valasztani n paronként kézos ponttal rendelkezét, akkor ez az n szakasz milyen abrat alkothat. Bebi-
zonyitjuk, hogy csak egy pdratlan oldali csillagsokszég adodhat, amelyhez még a csucsaibol induld, az odafuto oldalak
szogtartormdnydban halads szakaszok jarulhatnak (6. abra).

6. dbra

Masodik megoldasunk mutatja, hogy az els6fokd pontokba futé szakaszok elhagyésa utan csupa mésodfoki ponttal
rendelkez6 abrahoz kell jutnunk (ehhez az eredményhez I. megoldasunk alapjan is eljuthatunk). Ez az d4bra most nem
lehet iires, mert akkor az utols6 elhagyas egyszerre két végpontot sziintetne meg, s igy csak az my < n—k egyenlGStlenség
lehetne érvényes, ami kizarja d —n teljesiilését. Eszerint az elhagyasok utdn maradé dbraban zart torottvonal talalhato,
mert valamelyik szakaszon elindulva a pontok mésodfokisaga miatt mindig folytathatjuk utunkat csatlakozé szakaszon,
és igy valamikor mar bejart szakaszhoz kell érniink. Minthogy az ilyen zéart tordttvonal szakaszai vagy csatlakoznak,
vagy metszik egymast, csillagsokszoghtz jutottunk. Ennek sziikségképpen paratlan sok csticsa van. Ha ugyanis AB
egy szakasza, akkor a tovabbi csticsok a szakaszok metszése miatt valtakozva az AB egyenes egyik és masik oldalan
helyezkednek el, de koziiliikk az A-val és B-vel szomszédos ugyanazon az oldalon van, hiszen az ezeket A B-vel 0sszekdté
szakaszok is metszik egymast.

Megvizsgaljuk, hogy a mar megtaldlt csillagsokszogon kiviil milyen szakaszok szerepelhetnek még az eredeti ab-
raban. Ha egy pont a csillagsokszog csatlakozd AB, BC oldalai altal meghatarozott ABC szbgtartoméanyban vagy
csucsszogének tartoméanyaban van, akkor belSle csak B-be futhat szakasz, mert kiilonben nem volna k6z6s pontja AB
és BC mindegyikével. Ilyen szakasz is csak akkor felelhet meg, ha magaban az ABC szogtartomanyban van, mert
kiilonben nem volna ko6z6s pontja a csillagsokszog tovabbi oldalaival, amelyek ezen a szogtartomanyon beliil kétik
Ossze az AB, BC' szakaszokat.

Allitasunk teljes bizonyitasahoz elég mar csak azt igazolnunk, hogy a sik minden pontja a csillagsokszog valamelyik
szOgének vagy szoge csicsszogének tartoméanyaban helyezkedik el. Ennek igazolasara az AB egyenest B koriil elfor-
gatjuk agy, hogy az ABC szdgnek és cstcsszogének tartomanyat végigséporve C'B helyzetbe jusson. Ezt kdvetGen C
koriil forgatjuk el ugyantgy, majd a kdvetkezs csies koriil, mig végiil is eredeti helyzetébe tér vissza, tehat egyiittesen
180° egész szami tobbszorosével fordul el.

Nem lehetséges azonban, hogy az egyenes 180°-nal tobbet forduljon el. Az ellenkez6 esetben ugyanis egyenesiink
az els6 félfordulat soran olyan a helyzetet is elfoglal, amelyen a csillagsokszog egyetlen cstucsa helyezkedik csak el, ti.
az, amely koriil éppen forgatunk. A masodik félfordulat soran egyenesiink a-val parhuzamos b helyzetbe jut. Azonos



helyzetrsl nem lehet sz, mert a nem tartalmaz masodik csicsot. A parhuzamos a, b egyenesek mindegyike kettévagja
a csillagsokszog egy-egy szogét, ezért e szogek egy-egy szara a parhuzamosok savjan kiviil helyezkedik el. Igy tehat az
ezeket a szarakat szolgéaltatéd sokszogoldalaknak a feltételezett esetben nem lehetne k6zos pontjuk.

Mar csak azt kell belatnunk, hogy ha egy egyenes a sikban mozog, és 180°-0s elfordulés utéan eredeti helyzetébe
tér vissza, akkor mozgéasa soran a sik minden pontjan athalad. Ez val6ban igy van, mert ha valamely P pontnak nem
volna meg ez a tulajdonsiga, akkor P-bgl mindig félegyenest indithatunk, amely a mozgo6 egyenest merdlegesen metszi.
Ez a félegyenes P koriil forog, és a 180°-os elfordulas utan ellentétes irdnya lesz. Nem metszheti ezért merélegesen
ugyanazt az egyenest, amelyet a mozgas kezdetekor metszett.

3. Felvetjiik azt a kérdést is, hogy hanyat kell kivalasztani egy konvex n-szog atléi koziil, hogy bizonyosan legyen
ezek kozott k olyan, amelyeknek paronként nincs kozos pontja. Feladatunk a k = 1 esettel foglalkozott. Ebben az
esetben n + 1 4tlo kivalasztasa megfelel, de kevesebb nem.

Konnyt belatni, hogy a felvetett altalanos esetben kn-+1 atlo6 kivalasztasa megfelel, s6t megfelel akkor is, ha nemcsak
az atlok, hanem az oldalak koziil is valogathatunk. Ez harmadik megoldasunkbdl szinte kozvetleniil kiolvashatd, mert
ha kn + 1 atlot vagy oldalt valasztunk ki az n csoportbol, akkor valamelyikbdl legalabb (k 4 1)-et kell kivalasztanunk.

Nehezebb megmutatni, hogy kisebb szidm nem felel meg. Megmutatjuk, hogy ez valéban igy van, vagyis olyan
el6irast adunk a konvex n-szog atloi kozil nk atlé6 meghtzasara, hogy ne lehessen ezek koziil k + 1 paronként kozos
pont nélkiili 4tl6t kivalasztani.

Csak akkor van értelme ilyen elGirds megadésanak, ha az n-szégnek egyaltalaban van k + 1 paronként kozos pont
nélkiili atloja. Ez csak akkor igaz, ha n > 2k +4. Ha ugyanis olyan atlokat tekintiink, amelyeknek nincs kézds pontjuk,
akkor barmelyiknek barmelyik oldalan vagy talalhato olyan csics, amely nem végpontja atloink egyikének sem, vagy
pedig van ezen az oldalon tovabbi 4tl6. Ez utébbi esetben tovabb haladhatunk, és esetleg Gjabb meg tjabb atléhoz
jutunk, de végiil is el kell jutnunk olyan csicshoz, amely atléinknak nem végpontja. Ilyen cstics ezek szerint legalabb
kettd van, ti. egy atlo mindkét oldalan legalabb egy. Ha tehat k + 1 atlorol van szo, akkor ezek 2(k + 1) végpontjan
kiviil még legalabb két cstcsnak kell lennie.

Legyen tehat n > 2k 4 4, és legyenek az n-szog cstcsai sorban

Ao, A1, Bi, Az, B, ..., Ak, By, A1, Aigo, C1, Co, ..., Cp_gp_3.

Rajzoljuk meg ebben a konvex n-szogben mindazokat az atlokat, amelyeknek legalabb az egyik végpontja B jeld,
tovabba AgAgto kivételével mindazokat az atlokat, amelyek két A jeld csiucsot kotnek Gssze (7. abra; a 3. abraa k = 1
esetben ugyanezt mutatja be). Konny( ellenérizni, hogy 6sszesen nk &tlot rajzoltunk meg.

7. dabra

Allitjuk, hogy ezek koziil az atlok koziil csak k darab paronkeént kozos pont nélkiili valaszthato ki. Ezt k-ra vonatkozo
teljes indukciéval bizonyitjuk be. Mar tudjuk, hogy allitdsunk a k = 1 esetben helyes. Legyen tehat k > 1, és tegyiik
fel, hogy allitasunk minden olyan esetben helyes, amikor k szerepét k-nal kisebb szam tolti be.

Ha valamennyi kivalasztott atlonak van B jeld csucsa is, akkor szdmuk nem lehet k-nal nagyobb, hiszen csak &
darab B jeld cstcs van. Elég ezért azzal az esettel foglalkoznunk, amikor olyan h atlot is kivalasztunk, amely két A jeld
cstucsot kot 0ssze. Megvizsgaljuk, hogy h két oldalan hany tovabbi atlo valaszthato ki. Vagjuk fel tehat n-szoglinket két
sokszogre, S1-re és Sp-re. S7 csucsai csak A és B jeliiek, S cstcsai kozott pedig a C jeldek is szerepelnek. Helyezkedjék
el a B jeli cstucsok koziil j darab S; hataran, k — j pedig Se hataran. Nyilvan j > 0, viszont k£ — j = 0 is lehetséges.

Azt allitjuk, hogy Si-ben csak j — 1 olyan atlé valaszthato ki, amelyeknek egymassal és h-val nincs k6z6s pontjuk.
Mar belattuk, hogy j darab paronként kézos pont nélkiili 4tl6 csak legalabb 25 + 2 oldala sokszdgben van. S; legfeljebb
éppen ennyi oldala lehet (ha ti. Ag vagy Axyo is szerepel h végpontjai k6z6tt), azonban olyan atlok szaméat vizsgaljuk,
amelyeknek h-val sincs kozds pontjuk. Az ilyen atlok pedig annak az S] sokszdgnek is atloi, amelyet S;-b6l kapunk,



ha egy atlojaval a h oldalt és egy szomszédos oldalét leviagjuk (8. abra). Minthogy S} legfeljebb 25 + 1 oldali, S;-b6l
sem lehet az el6irt médon j — 1 4tlondl tobbet kivalasztani.

Se-ben csak akkor van egyaltalaban 4tl6 a megrajzoltak koziil, ha j < k, azaz van Ss-nek B jeld cstcsa is. Feltessziik
tehat, hogy j < k. Vizsgaljuk meg, hogy S5 hataran a csicsok bettjelzése olyan elrendezést-e, mint n-szogiinkben,
természetesen k helyett csak k — j darab B jeld csiccesal. Ez bekovetkezik, ha h végpontjai k6zott Ag vagy Agyo is
szerepel. Minden mas esetben ugyancsak elérhetjiik ezt azaltal, hogy Ss-b61 egy atloval a h oldalt és egy csatlakozd,
B jeld pontba vezets oldalt levagunk (8. dbra). A kivalaszthato atlok szamét vizsgilva az igy kapott S5 sokszogre
térhetiink at, hiszen csak olyan atl6 valaszthato ki, amelynek h-val sincs k6zos pontja. Minden esetben alkalmazhatjuk
tehat az indukcios feltevést, s ezért kimondhatjuk, hogy Ss-bél a kévetelményt kielégité modon nem lehet k — j &tlonal
tobbet kivalasztani.

8. dbra

Ezek szerint az altalunk megrajzolt nk atlo koziil kivalaszthato, paronként kozos pont nélkiili 4tlok szama (magéra
h-ra is gondolva) valoban legfeljebb 1+ (7 — 1) + (k — j) = k.

Megoldatlan kérdés, hogy ha a most targyalt problémat nem egy konvex n-szdgre, hanem a sik n pontjara vetjiik
fel, vajon szintén nk + 1 adja-e a feleletet.

4. Feladatunk probléméajanak utolso6 altalanositasaként még az angol Conway sejtését emlitjiik meg. E sejtés szerint,
ha a sik n pontjat 6sszekdts vonalakat rajzolunk, amelyek koziil barmely kett6nek vagy van kozos végpontja, vagy pedig
egyetlen pontban metszik egymast, de mas kozos pontjuk nincs, akkor ezeknek az 6sszekotd vonalaknak a szadma csak
legfeljebb n lehet. Hangsulyozzuk, hogy vonalak érintkezési pontja nem metszéspont, a vonalak érintkezését kizartuk.

Eldontetlen kérdés, hogy vajon ez a sejtés helyes-e. Emlitést érdemel, hogy a vizsgalt d4brak itt 1ényegesen masok,
mint az 6sszekots szakaszokra felvetett problémanal, és nem csak a vonalak gorbiilése miatt. Ezt a 9. dbra is mutatja,
melyben 6 pontot 6 vonal kot Ossze az elGirdsnak megfelelGen, mégpedig ciklikus moédon. Lattuk, hogy szakaszok
esetében ez csak paratlan sok pontra lehetséges.

9. dbra

Olvasoink is megkisérelhetik a vonalakra vonatkoz6 probléma megoldasat. Ha valakinek sikeriil az el6irasnak megfe-
lelGen ugy rajzolnia vonalakat, hogy szdmuk nagyobb, mint végpontjaik egyiittes szama, akkor megoldotta a problémaét.
Nehezebb a probléma lezarasa, ha nemcsak nem sikeriil ilyen abrat rajzolni, hanem ilyen abra nincs is. Ebben az esetben
ennek bebizonyitasara volna sziikség.



