Megjegyzések. 1. A feladat szovegének zardjelbe foglalt kiegészitése mas szdval azt jelenti, hogy nem olyan u, v
szamparok szaméat vizsgaljuk, amelyekben a két szadm sorrendje k6zombos, hanem az u, v rendezett szdmparokét, hogy
tehéat az Osszeszamlalaskor két szampar csak akkor tekintendd azonosnak, ha benniik az elsé szamok és a masodik
szamok is egyenldk.

2. A feladat alabbi megoldasaiban hasznaljuk a kovetkezs, altalanosan is hasznalt jeloléseket: természetes szamok
korében (a, b) az a, b szamok legnagyobb kozds osztojat, [a,b] a legkisebb kozos tObbszorosiiket, alb pedig azt jeloli,
hogy a osztdja b-nek.

I. megoldas. Legyen n torzstényezds felbontasa

n=p'py?...ple,
ahol p1, p2, ..., ps kiilonboz6 torzsszamok, ay, as, ..., as pedig nem-negativ egész szdmok. Minthogy a vizsgalt
szamparokra [u, v] =n, az u, v szamok torzstényezoi is csak a p1, pa, ..., ps torzsszamok koziil valok lehetnek.

Vizsgaljuk meg, hogy pl. p; mekkora kitevivel szerepelhet u-ban és v-ben. E két kitevs kozott [u, v] = n miatt
ai-nek is szerepelnie kell, és egyik sem lehet a;-nél nagyobb. Ez haromféleképpen kovetkezhetik be: 1. p; kitevGje
mindkét helyen a;, ez 1 lehetSség; 2. p; kitevGje u-ban a;, v-ben viszont kisebb, tehat a 0, 1, 2, ..., a; — 1 szdmok
valamelyike, ami a1 lehet&séget jelent; 3. py kitevGje v-ben a; és u-ban kisebb, ami ismét a1 lehetGséget ad. Az Gsszes
lehetGségek szama ezek szerint 2a; + 1.

Hasonlét mondhatunk a tobbi torzstényezordl is. Minthogy pl. p; kitevSinek rogzitése utan a tobbi kitevs szamara
ugyanazok a lehet&ségek maradnak meg, a vizsgalt u, v szamparok szdma az egyes tOrzstényezdkre szamba vett
lehetGségek szorzata:

(2a1 +1)(2a2 + 1) ... (2(15 + 1).

Meg kell még mutatnunk, hogy n? osztoinak szama ugyanennyi. Ez nyomban belathato abbol, hogy
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osztoiban pl. p; kitev6je 0, 1, 2, ..., 2a; lehet, azaz 2a; + 1 lehet6ség van, s hogy az igy adodé lehet&ségek szamat
ismét Gssze kell szorozni, hiszen az egyes torzstényezGkre vonatkozd lehetdségek egymastol ismét fiiggetlenek.

Megjegyzés. Megoldasunkban az a kitevs 2a + 1 lehet&séghez vezetett. Ehhez az értékhez a kovetkezd, bonyolul-
tabb moédon is eljuthatunk:

Az u-ban és v-ben szerepls kitevék egyike sem nagyobb a-nél, azaz mindketts a 0,1,2, ..., a értékek valamelyike.
Eszerint a + 1 lehet6ség adodik mindegyik megvalasztasara, és (a + 1)2 lehetdség a kitevOpar szaméara. E lehet&ségek
koziil azonban csak azok felelnek meg, amelyekben legaldbb egyszer maga az a érték is szerepel. Ki kell tehat zarnunk
azokat az eseteket, amelyekben mindkét kitevs a 0, 1, 2,...,a — 1 szamok koziil valo. Ez sszesen a? lehetGség
kirekesztését jelenti, s ezért a tényleges lehetGségek szama (a + 1)2 —a?=2a+1.

Ez a bonyolultabb ut azért tanulsdgos, mert magyarézat nélkiil érthetévé teszi, hogy ha az w, v szdmpér helyett
olyan uy, ug, ..., up szamsorozatok szamat keressiik, amelyekben szereplé szamok legkisebb kozos tobbszordse n,
akkor feleletiil

[(a1 + 1H)F - af][(az + 1)F — af] ... [(as+ 1H)F - a¥]

adodik.
I1. megoldas. A feladat allitasat azaltal bizonyitjuk, hogy a vizsgalt u, v rendezett szamparok és n? osztoi kozott
kolcsonosen egyértelmii hozzarendelést 1étesitiink. Az u, v szdmpérhoz azt a d szamot rendeljiik hozza, amelyre
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Ez a d valoban egész szam, mert [u, v] = n miatt v|n, s igy a baloldali tortet egész szammal kell b&viteni, hogy a
jobboldali alakot vegye fel. Ez azt is mutatja, hogy d valéban n? osztoja, hiszen az u szamlalot n egy masik osztojaval

ti. n/v-vel szorozva adodik.
Fel fogjuk hasznélni, hogy ha u; : v1 = ug : v, akkor

(2) Uy - U2 = V1 1 Vg = [ul,vl] : [’U,Q,UQ].

Két szam legkisebb kozos tobbszorosének keresésekor ugyanis két olyan, lehetéleg kicsiny egész szamot kell keresniink,
amelyekkel az egyiket és a masikat megszorozva ugyanahhoz az eredményhez jutunk. Ezeknek az egész szdmoknak a
megvalasztasa eszerint csak a megadott két szam aranyatol fiigg. Ha tehat az uq, v1 szamparrol az ugyanolyan aranya
Uug, vo szamparra tériink at, akkor — miként allitottuk — a legkisebb kdzos tobbszoros is veliik ardnyosan valtozik meg.

Bebizonyitjuk most, hogy kiilonbdz6 w1, v1 és ue, ve szdmparokhoz nem tartozhat ugyanaz a d szam. Ha ez igy
volna, akkor rajuk
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s ennek kovetkeztében (2) is teljesiilne. Minthogy pedig [u1, v1] = [u2, v2] = n, (2) szerint u; = ug és v1 = vy adodik,
ami allitasunk helyességét bizonyitja.
Be kell még bizonyitanunk, hogy n* minden d osztéja szerepel az u, v szaimparokhoz tartozo6 szamok kozott. Ennek
bizonyitasa végett a d/n tortet redukalt
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alakra hozzuk, ahol tehat (p, ¢) = 1. Elég bebizonyitanunk, hogy [p, ¢]|n, mert akkor (2) szerint a p/q tort olyan u/v
tortté bovithets, amelyre az [u, v] = n feltétel is teljesiil.
Eszerint mar csak p|n és ¢|n bizonyitasa a feladatunk. Az utobbi nyilvanvaloan helyes, hiszen ¢ egy n nevezdji tort
egyszertsitése utan lépett fel nevezdként. A p-re vonatkozo allitas
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kovetkezmeénye, mert itt a baloldalon egész szam all, ezért a jobboldalon is, azaz p|ng. Minthogy pedig (p,q) = 1,
eredményiinkbdl p|n is kovetkezik.

II1. megoldas. Az el6z6 megoldashoz hasonléan okoskodunk és ugyantgy indulunk el. A vizsgalt szamparokhoz
ismeét (1) elGirasaval rendeljiik hozza n? egy-egy osztojat.

(1)-bé6l (2)-re hivatkozva
(3) urd=v:n=mn:[d, n]

kovetkezik, hiszen [u, v] = n. Eszerint d ismeretében u és v mar meghatarozhato:

(4) u=

n? valamely d osztéja tehat csak ehhez az egyetlen u, v szamparhoz tartozhat hozza.

Ha d|n?, akkor (4) egész szamokat szolgaltat, hiszen dn és n? egyarant kozos tobbszorose a d, n szamoknak, ezért
legkisebb kozos tobbszorosiik egeészszamszorosa. Ha tehat n? valamely d osztéjabol kiindulva (4) elsirasaval az u, v
szampart képezziik, olyan egész szamokat kapunk, amelyekre a (4)-gyel egyenértéki (3) is teljesiil, ami csak [u, v] =n
esetén kovetkezhetik be. Ezek szerint n? minden osztoja szerepel az u, v szamparjainkhoz rendelt szamok kozott.



