I. megoldas. Az O1, Oy kézéppontu korok A Ao kiilsé és By B bels6 érintGjének metszéspontjat C-vel jeloljiik
(5. abra). Az O1A1CB; és CA302 B derékszogl deltoidok egymashoz hasonlok, hiszen C-nél elhelyezkeds szogeik
mellékszogek, s ebbdl kovetkezik, hogy szogeik paronként egyenlSk. Deltoidok korében ez a hasonlésidgot valéban
biztositja. A deltoidok CO;, CO4 4tléi merélegesek egymaésra, mert az emlitett mellékszogek szogfelez6i. Minthogy az
A1B;, Ay Bs atlok mindegyike merdleges a COq, CO4 atlok egyikére (az ugyanazon deltoidbeli atlora), mindegyikiik
parhuzamos a maésikkal.

Messék az A1 By, A B egyenesek az O1 05 centralist a Py, P, pontokban. Bebizonyitjuk, hogy ez a két pont azonos,
hogy tehat az A; By, A; By egyenesek metszéspontja valoban a centralison van. Az 5. dbra szandékosan torz, hogy rajta
okoskodéasunkat jobban kovethessiik. Elmondhatjuk, hogy a kovetkez6kben abrank torz voltat bizonyitjuk be.

5. dbra

A deltoidok hasonlosagabol kovetkezik, hogy atloik Dy, Do metszéspontjara

01D : 0:.C =CDy: COs.

A parhuzamos szel6k tétele szerint a CO02< szarait metszd A By, COs parhuzamosokra
01D : 01C = O1P, : 0103,

és a CO201 < szarait metsz6 As Bo, CO; parhuzamosokra
CDy : COy = 01P;: 010:.

Aréanyparjaink egybevetésébdl kovetkezik, hogy
O1P; : 0102 = 01 : 0103,

hogy tehat O1 P = O1 P, azaz Py és P, egyméssal azonos pontok.

I1. megoldas. A feladatban el6fordul6 két érintén kiviil a masik B} Bj érint6t is meghtzzuk. Ez az A; Ao kiilss
érint6t a D pontban metszi, D-nek a centralisra vetett vetiiletét M-mel, a centralisra vonatkozo6 tiikdrképét pedig
D'-vel jelsljiik (6. dbra). Bebizonyitjuk, hogy M rajta van az A;B1, A2Bs egyenesek mindegyikén, és ezzel a feladat
allitasat igazoljuk.

Az O3 D &atmérsji kor tartalmazza az As, B, M pontokat, mert az Oz D szakasz ezekb6l a pontokbol derékszogben
lathato. Minthogy A;0.D< = D02B§<I, a keriileti szogek tétele szerint AoM D< = DM B§<I. Ebbdl a szimmetria
révén Ao M D<= D' M By< kdvetkezik, tehat az is, hogy az As, M, By pontok egy egyenesen vannak.



6. dbra

Hasonl6an okoskodhatunk a masik esetben is. Az O1D &atmérdji kor tartalmazza az Ay, B}, M pontokat, mert az
O1 D szakasz ezekb6l derékszogben latszik. Minthogy A3 DO< = 01 DB <, a keriileti szogek tétele szerint A1 MO <1 =
OlMB{<i. Ebbdl a szimmetria révén kovetkezik, hogy A1 MO1< = B1MO1<, hogy tehat az Ay, By, M pontok egy
egyenesen vannak.

III. megoldas. Felhasznaljuk azt, hogy ha két kor kiils§ és belsé érint§jének metszéspontjat az egyik érintén a
hozz4 legkdzelebb es6 érintési ponttal 6sszekdtjlik, mindig ugyanakkora szakaszhoz jutunk, barmely érint6par metszés-
pontjabol indultunk is ki. A 7. abran tehat CB; = DAy = D' Bs.

7. abra

Abbol indulunk ki, hogy az Ay By, A2 Bs egyenesek egymasra merélegesek. Ezt az els6 megoldas mintajara lathatjuk
be. Az egyenlGszarta As BoC /A-bGl az AoC' szérral parhuzamos FB; szel§ egy ugyancsak egyenl@szarta F By By A-et vag
le. Ennek alapja az As Bs egyenesen, magassiga pedig az alapra merdGleges A1 By egyenesen helyezkedik el. Ezeknek
az egyeneseknek az M metszéspontja felezi tehat az F By szakaszt.

Az egyenlGszaru As BoC/A-bél egy az alapjaval parhuzamos egyenes az ugyancsak egyenlGszara F B;C/A-et vagja le.
Ennek szaraira a megoldas elején mondottak szerint F'C' = B1C = AsD. Ha tehat ezt a haromszoget az A1 As egyenes
mentén eltoljuk, az Ay EDA-h6z jutunk. Ezért ED parhuzamos és egyenld a B1C szakasszal, tehat a D’ By szakasszal
is. Ebbol kovetkezik, hogy az EDByD' négyszdg parallelogramma, hogy tehat EBy és DD’ atloja egyméast felezi,
azaz M felezi a DD’ szakaszt is. Minthogy a D, D’ pontok a centralisra vonatkozolag egymas tiikorképei, dsszekito
szakaszuk M felez6pontja a centralison van. (Ezt a megoldast a versenyen Mdté Attila talalta, de csak hidnyosan
dolgozta ki.)



IV. megoldas. A hatvanyvonalra vonatkoz6 ismeretekbdl felhasznaljuk azt, hogy mindazok a pontok, amelyekbdl
két egymaést metszé korhoz huzott érintészakaszok egymaéssal egyenl6k, a kérok kézos hurjanak az egyenesén vannak.

Ismét abbol indulunk ki, amit mar az els6 megoldasban belattunk, hogy az A; By, A2 B2 egyenesek egymast az M
pontban merélegesen metszik. Thales tétele szerint tehat M hozzatartozik az A; Ap atmeérsjd korhoz is a (8. abra).

8. abra

Az O pontbodl e két kérhoz vont érintékre O1A; = O1B1, s az O2 pontbodl hozzajuk vont érintékre O As = O2 Bs.
Az el6rebocsatottak szerint tehdt Op és O egy olyan egyenesen van, amely a korok kozos M pontjat tartalmazza. Ez
azt bizonyitja, hogy az O1, O2, M pontok egy egyenesen vannak.



