I. megoldas. Abbdl indulunk ki, hogy ha 0 < a < 1, akkor
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hiszen ez atrendezéssel keletkezik a nyilvan helyes | a — 3 > 0 egyenlStlenségbdl. Ebbdl (és a b, ¢ szamokra felirt

hasonl6 egyenl6tlenségekbdl) kovetkezik, hogy a feladatunkban szerepls harom szorzat szorzata
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Mind a harom vizsgalt szorzat tehat nem lehet 1 -nél nagyobb, mert akkor a szorzatuk (Z) -nél nagyobb volna.

II. megoldas. A vizsgalt harom szorzat értékharmasa nem valtozik meg, ha az a, b, ¢ szamokat ciklikusan felcse-
réljiik (azaz a b, ¢, a vagy a ¢, a, b sorrendre tériink at). Feltehetjiik ezért, hogy a harom szam koziil a a legnagyobb,
hogy tehat b < a. Ebbgl kovetkezik, hogy
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(1—a)b§(1—a)§1.
Az utolso lépés felhasznalta azt az egyenlStlenséget, amelybdl az elsé megoldas kiindult.

II1. megoldas. Egy egységoldalu szabalyos ABC /A harom csticsabol felmérjiik a haromszog mas-mas oldalara az
a, b, ¢ tavolsagokat. A végpontok az A;B;Ci/A-et hatarozzak meg (3. abra). Ezt a haromszoget az eredetivé harom
haromszog egésziti ki. Ezek teriilete az eredeti haromszog teriiletének rendre (1 — a)b, (1 — b)c és (1 — c¢)a-szorosa,
hiszen az ABC/A-b6l pl. az AB alapot (1 — a)-szoroséara csokkentve a C; BC/A-hoz, s ennek magassagat b-szeresére
csokkentve a Cy BA; A-hoz jutunk.

3. dbra

Elég tehat megmutatnunk, hogy ha egy egységteriiletid szabdlyos hiromszogbe haromsziget irunk, akkor a keletkezd

hdrom kiegészitd hdaromszdg kézott van Z-nél nem nagyobb teriletd. A kézépvonalak hatarolta As BoCo/A-r6l és az ezt
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kiegészité haromszogekrdl tudjuk, hogy teriiletiik —. Allitdsunk nyilvanvaldéan helyes tehat akkor, ha a most emlitett

haromszogek valamelyike tartalmazza beirt A; B;Ch A-link kiegészité haromszogeinek valamelyikét. Feltehetjiik ezért,
hogy a kozépvonalak szétvalasztjak a rendre a BC, CA, AB oldalakon elhelyezked6 A;, By, Cy pontokat (4. dbra),
mégpedig vélassza el a CyAy, AsBs, BoCsy kiézépvonal rendre az A;, By, C7 pontot a mésik kettétsl. Ennek az
elhelyezkedésnek arra a kovetkezményére fogunk tamaszkodni, hogy az A; By egyenes metszi az AB félegyenest, s hogy
a Co Ay egyenes metszi a C'A félegyenest. Elegendé most mar csak azt bizonyitanunk, hogy az A1 B1C1 /A terilete

Z—nél nagyobb. Ebbdl kovetkezik ugyanis, hogy kiegészité haromszogeinek teriiletosszege Z—nél kisebb, hogy tehéat van

kozottiik Z—nél kisebb teriletd.




4. dbra

Az A1 B1C1 A teriiletét csokkentjiik, ha Cy cstcsat Co-be toljuk el. Ez abbol kiévetkezik, hogy Cy az eltolaskor
kozeledik az A1 By egyeneshez, hiszen kiozeledik az AB és az A1 By egyenesek metszéspontjahoz. Az Ay B1Co/\ teriilete
tovabb csokken, ha By cstcsat Ba-be toljuk el, mert ekkor By az AC, C1 As egyenesek metszéspontjahoz, tehat az A;Co
egyeneshez is kozeledik. Ha a kapott Ay BoCo/\ A, csucsat a BoCy oldallal parhuzamosan As-be toljuk el, teriilete
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nem véaltozik meg. Minthogy teriiletcsokkentéssel az 1 teriiletti Ap BoCo/A-hoz jutottunk, az Ay B1C1A teriilete Z—nél
valéban nagyobb.

Megjegyzések. 1. A feladatot megoldd versenyzik nagy tobbsége az elsé megoldast talalta meg. A masodik meg-

oldas mondhato6 a legegyszertibbnek. A harmadik megoldés lényegesen bonyolultabb, viszont rdmutat arra a geometriai
hattérre, amelybdl a feladat szarmazott.

2. Feladatunk az a, b, ¢ szdmokra vonatkozo két megszoritast tartalmaz: megkoveteli egyrészt, hogy ezek a szamok
1-nél kisebbek, masrészt azt is, hogy pozitivak legyenek. Egyik megszoritasra sincs sziikség, de valamelyikre sziikség
van.

Ha ugyanis csak azt koveteljiik meg, hogy a szamok 1-nél kisebbek legyenek, akkor 1 —a, 1 —b, 1 — ¢ pozitiv értékek,

s az esetleg el6forduld negativ vagy 0 értéki b, ¢, a szdmmal szorozva —-nél kisebb szorzatot adnak. Ha viszont csak a,
b, ¢ pozitivitdsdhoz ragaszkodunk, akkor ezeket az esetleg el6fordulé negativ vagy 0 értékd 1 —c, 1 —a, 1 — b értékekkel
szorozva jutunk —-nél kisebb eredményhez. A feladat allitasa ezek szerint mindkét esetben csak érdektelen tartalommal
boviil. A két bévités egymastol lényegében nem is kiilonbozik, hiszen a feladat valtozatlan marad, ha benne a, b, ¢
helyébe rendre az 1 —c¢, 1 — b, 1 — a értékeket irjuk. Az a = %, b =2, ¢ = —1 példa mutatja, hogy mind a két kovetelést
nem hagyhatjuk el.

3. Els6 két megoldasunk modszerével (az el6z6 megjegyzésre is tamaszkodva) kénnyedén bebizonyithatjuk, hogy
ha az a1, as, ..., an, szdmok pozitivak, akkor az

(1 _al)a25 (1 _a2)a’3a ) (1 _an)al
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szorzatok nem lehetnek mindannyian Z—nél nagyobbak, s6t feladatunk még messzebb mend altalanositasaként azt is,

hogy ha a porzitiv ay, as, ..., a, szdmoknak egy permutacidja by, b2, ..., b, akkor az
(1 — al)bl, (1 — ag)bz, ey (1 — an)bn
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szamok sem lehetnek mindannyian Z—nél nagyobbak.
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4. Feladatunk annak bizonyitasat kivanta meg, hogy harom szam legkisebbike —-nél nem nagyobb. Kérdezhetjiik,
hogy ha ezt a harom szamot nagysag szerint, rendezziik, mit mondhatunk ki a kozépsorol és a legnagyobbrol. Konnyd
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belatni, hogy (0 és 1 kozotti szamok korében maradva) a kozépss nem lehet §—nél nagyobb, s hogy tovabbi korlatozasa

harom szadm egyikére sem mondhaté ki.

Ha az el6z6 megjegyzés altalanositadsainak a korében vetjiik fel a hasonlé probléméat, kérdezve, hogy a nagysag
szerint rendezett szorzatok koziil az i-edikre milyen korlatozasnak kell teljesiilnie (i = 1, 2, ..., n), akkor mar
nehezebb probléméakhoz jutunk.



