I. megoldas. Legyen P, P, Ps, P, a sik szoban forgd négy pontja. Valasszuk hosszegységiil az altaluk meghataro-
zott tavolsagok legkisebbikét. Azt kell tehat bebizonyitanunk, hogy a hat tavolsag kézott van legalabb /2 hosszisagu.

Legyen P, és P, egymastol minimalis, tehat egységnyi tavolsagra. Irjunk koréjiik egy-egy egységsugart kort (1. ab-
ra). A P3, P, pontok egyike sem lehet e kérok valamelyikén beliil, mert akkor Py P» nem volna minimalis. Irjunk most
Py és Py koré /2 sugarral egy-egy kort. Ezek a P, P,BA négyzet B, ill. A csucsan haladnak 4t. Ha a P3, Py pontok
valamelyike nincs a két most rajzolt kor valamelyikén beliil, akkor a kor kézéppontjatol legalabb V2 tavolsagra van.
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Ezek szerint csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor Ps is és Py is az utobb rajzolt kérok mindegyikén
beliil helyezkedik el, de egyikiik sincs az el6bb rajzolt kordk valamelyikének a belsejében. Ez azt jelenti, hogy Ps és
Py abrank korivekkel hatarolt, vonalkizott tartoméanyaiban van, de a tartoményok hatérvonalabol az AD, DB ivek,
valamint az A’D’, D' B’ ivek pontjait nem szamitjuk a tartomanyokhoz.

Abrankbol kiolvashatjuk, hogy az ACBD ivnégyszog az AB atloja négyzetben helyezkedik el, s hogy az ivnégyszog
pontjai koziil csak A és B van a négyzet hatarvonalan (lasd az alabbi megjegyzést). Ebb6l a szimmetria miatt mindkét
tartomanyunkra kdvetkezik, hogy egy tartomany barmely két pontjanak tavolsaga 1-nél kisebb, hiszen egy négyzetben
elhelyezked6 szakasz, ha a négyzetnek nem atléja, akkor az atlonal révidebb. Még nyilvanvalobb ez a tény, ha arra
gondolunk, hogy a négyzet koré irt kor atmérdje a négyzet atldja, s hogy a korlemezen elhelyezkeds szakasz, ha nem
atmérd, akkor az dtmérdénél rovidebb.

Arra az esetre szoritkozhatunk tehat, amikor P; és P, mas-més vonalkdzott tartomanyhoz tartozik. A C, C’
pontokon &t parhuzamosokat hiizunk a P; P» szakasszal. E parhuzamosok altal hatarolt sav elvalasztja a két vonalkazott
tartomanyt, és szélessége V/2-nél nagyobb, hiszen a CP; és P;C’ egységnyi szakaszok szoge 120°, azaz nagyobb, mint
90°. A P3P, szakasz ezek szerint atvagja az emlitett savot, s hossza ezért legalabb akkora, mint a sav szélessége, tehat
V/2-nél nagyobb.

Megjegyzés. Az abrabol olvastuk ki azt, hogy az AB atloja négyzet tartalmazza az ACBD ivnégyszoget, s hogy
az ivnégyszog pontjai kozil csak A és B van a négyzet hataran. Ezt itt szigoribban be is bizonyitjuk.

Nyilvanvald, hogy az A, B pontok az ivnégyszoghoz tartoznak. Elég tehéat azt bizonyitanunk, hogy az ivnégyszognek
nincs mas pontja a négyzet hataran. Nyilvanvalo, hogy az AF', BF egyeneseken nincs az ivnégyszognek tovabbi pontja,
hiszen ezek az egyenesek az ivnégyszoget tartalmazo koroket az A, ill. B pontban érintik. Ebbgl az is kovetkezik,
hogy ivnégyszogiink az F'GH A-ben helyezkedik el. A P; koézéppontu kor AP, ive kettévagja ezt a hadromszoget, és
elvalasztja az ivnégyszoget az AP, hirtol. K6zos pontjuk csak a hur végpontja lehet. Ezért az ivnégyszognek nincs az
AF szakaszon elhelyezkeds, A-t6l kiillonb6z6 pontja. Hasonlé indokolassal nincs a BE szakaszon elhelyezkeds, B-t6l
kiilonbo6z6 pontja sem.

II. megoldas. Ha a derékszogl haromszog atfogojat a kisebbik (pontosabban: a masiknal nem nagyobb) befogdval
elosztjuk, v/2-nél nem kisebb hanyadoshoz jutunk. Ez abbol kévetkezik, hogy a < b esetén ¢ = a® + b® > 242, tehat
c/a> V2.

Ha a haromszog két oldalat valtozatlanul hagyjuk, de az altaluk kozrefogott szdget noveljiik, akkor a harmadik
oldal is novekszik. Ezért tompaszogl haromszogre, s6t (egy egyenesen elhelyezkedd, csatlakozo szakaszokka) elfajuld
haromszogre is kimondhatjuk, hogy legnagyobb oldala a legkisebbel osztva legalabb v/2 értéki hanyadost ad.



Elég ezért azt bizonyitanunk, hogy a sik barmely négy pontja kozott van harom olyan, amely derékszogi, tom-
paszogl vagy elfajulé haromszoget hataroz meg. Induljunk ki a sik négy pontjabol. Feltehetjiik, hogy nincs kozottiik
harom egy egyenesen elhelyezkeds. Tekintsiik a négy pont konvex burkat, azaz azt az idomot, amelyet Ggy kapunk,
hogy a pontok koré fonalat feszitiink. Minthogy a pontok nincsenek mindannyian egy egyenesen, konvex burkuk vagy
haromszog, vagy négyszog.

Ha a P P, P3/A-hoz jutunk (2. abra), akkor P4 ennek belsejében van, hiszen hdrom pont nem lehet egy egyenesen.
A PPy, PPy, PyPs szakaszok haromszogiinket harom haromszogre vagjak fel. Ezeknek Py-nél elhelyezkedd harom
szOge egylittesen 360°, s ezért kozottiik tompaszog is van (s6t koziiliik legalabb ketts tompa). Egy ilyen tompaszog a
pontjainkbdl alakitott tompaszogi haromszog szoge.
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Ha a konvex burok négyszog, akkor ennek a szogeirdl elmondhatjuk, hogy nem lehet mindegyik hegyes, hiszen az
Osszegiik 360°. A legnagyobb szog tehat derékszog vagy tompaszog, s ez egy a pontjainkbol alakitott derékszogi vagy
tompaszogl haromszog szoge.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasdnal valamivel tobbet is kimondhatunk. Nemcsak az igaz, hogy a vizsgalt
hanyados nem lehet v/2-nél kisebb, hanem az is, hogy v/2 a legkisebb olyan szém, amelyre ez igaz. Ezt a négyzet négy
csticsa bizonyitja, hiszen belslikk v/2 adodik hanyadosul.

Még azzal is kiegészithetjiik a mondottakat, hogy v/2 csak egy négyzet csicsai esetében lép fel hanyadosként. Ez
mindkét megoldasunkbol kénnyen kiolvashato.

2. Felmeriil a kérdés, hogy ha a siknak nem négy, hanem n > 2 pontjaboél indulunk ki, akkor az altaluk meghata-
rozott tavolsagok legnagyobbikat a legkisebbel osztva mekkora hanyadoshoz juthatunk. Ez a hanyados természetesen
tetszolegesen nagy lehet. Kérdésiink az, hogy mi a hanyados lehetséges legkisebb értéke. Azt is kérdezhetjiik, hogy a
lehetséges legkisebb érték a pontok milyen elhelyezkedése esetén 1ép fel.

Az n = 3 esetben nyilvanvalo, hogy 1 a minimum, s hogy ezt csak a szabélyos haromszog csicsai szolgéltatjak.
Feladatunk az n = 4 esetrdl szolt. Masodik megoldasunk modszerével kdnnyd bebizonyitani, hogy ha n = 5, akkor
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a minimumot a szabalyos 6tszog csticsai szolgaltatjak, tehat a minimum értéke 5(\/5 + 1) ~ 1,618, s hogy ez méas
esetben nem 1ép fel. Ezt a bizonyitast Bollobds Béla a versenydolgozataban el is végezte.
Az n > 5 esetekben nem ismeretes a valasz. Megemlitend6 mindenesetre, hogy mar az n = 6 esetben sem adja

a szabalyos sokszOg a minimAlis értéket, hiszen a szabalyos hatszdg minden masodik cstcsat ,benyomva’ a vizsgalt
hanyados csokken, amit nem nehéz bebizonyitani.

3. Még nehezebb a kérdés, ha nem a sik, hanem a tér pontjaira vetjiik fel. Itt természetesen csak az n > 4 esetekre
gondolunk. Mar az n = 5 eset elintézése sem konnyd. Bizonyitas nélkiil megemlitjiik, hogy ekkor a minimumot
szolgaltato 6t pontot ugy kell felvenni, hogy koziiliikk harom egy szabélyos haromszdget hatarozzon meg, a masik ketts
a haromszog sikjara szimmetrikusan, a haromszog sikjara a haromszog kézéppontjaban emelt merélegesen helyezkedjék
el, és tavolsaguk a haromszog oldalaval legyen egyenls. A minimum értékére 1/12/7 ~ 1,309 adodik. Emlitést érdemel,
hogy ez a sikban négy pontra adodé értéknél kisebb.

4. A feladatnak még egy mésiranyu altalanositasat is megemlitjiik. A sik négy pontjabol indulunk ki. Az altaluk
meghatarozott hat tavolsigot nagysag szerint rendezziik: a legnagyobbal kezdjiik, a legkisebbel végezziik, s kdzben
természetesen ismétlédést is megengediink. Ha e sorozat i-edik elemét a k-adikkal elosztjuk, a ¢(7, k)-val jelolt hanya-
doshoz jutunk. Azt kérdezziik, hogy megadott i < k értékekre ez a hanyados milyen értékeket vehet fel. Ez a kérdés
1 és k kiilonféle megvélasztasanak megfelelen 15 kiilonb6z6 kérdést tartalmaz. Feladatunk csak ¢(1,6) értékével fog-
lalkozott, és ¢(1,6) > /2 bizonyitasat kivanta. Els6 megjegyzésiink ramutatott, hogy ¢(1,6) felveheti a v/2 értéket is.
Konnyt belatni, hogy minden nagyobb értéket is felvehet. A ¢(1, 6)-ra felvetett kérdésre tehat azt kell felelniink, hogy
q(1,6) értéke lehet minden olyan szam, amely v/2-nél nem kisebb.

A tobbi 14 kérdés vizsgalatat az olvasora hagyjuk. Kiilonosebb nehézséget egyikiik megvalaszolasa sem jelent, de
vigyazni kell, mert a felelet nem minden kérdésre ugyanaz.



Hasonl6 kérdést vethetiink fel a sik n pontjara, vagy a tér n pontjara is. Igy mar nehéz kérdésekhez is eljutunk,
és csak nagyon kevés rajuk vonatkoz6 ismert valaszt emlithetnénk. Megemlitjiik, hogy a sik 3n pontjara vonatkozolag
q(1,3n* +1) > V2. Ezt Turdn Pdl és Erdds Pdl bizonyitotta be. Bizonyitasuk tSbbek kozdtt éppen feladatunk
allitdsara tamaszkodik. Maga a feladat is innen ered.



