Megjegyzés. A feladat zarojeles toldaléka felesleges akkor, ha egytagu Gsszeget is lehetségesnek tartunk, ha tehat
béarmely szdmot a sajat osszegének is mondunk. Ez a felfogas megkdnnyiti a szévegezést, a megoldasainkban szerepls
Osszegek is igy értenddk.

I. megoldas. A feladat allitasan talmenden azt bizonyitjuk, hogy ha 0 < n < a1 + as + ... + ag, akkor az
n természetes szam felirhatoé a véges aq,as, ..., a; sorozatbodl kivalasztott szamok Osszegeként. Ezt az allitast k-ra
vonatkozo teljes indukcioval bizonyitjuk be.

Ha k = 1, akkor allitasunk @ = 1 miatt helyes, hiszen ebben az esetben csak n = 1 lehetséges. Legyen tehat k > 1,
és tegyiik fel, hogy allitdsunk helyes, ha benne k helyén k£ — 1 &ll.

Ha O < n < a1 +as+ ...+ ar_1, akkor indukciés feltevésiink szerint n felirhatoé a kivant alakban, ti. mar
ai,az,...,ax—1 is elegendd az Osszegiil n-et ad6 szadmok kivalasztasdhoz. Legyen tehat

l+ai+as+... a1 <n<ay+as+...+ag.
Minthogy a baloldali 6sszeg a feladat feltevése szerint legalabb ay, egyenlétlenségeinkbdl
0<n—ar<ai+as+...+ar_1

kovetkezik. Eszerint n — ay vagy 0, vagy pedig az indukcios feltevés szerint felirhato az aq,aq,...,ar—1 sorozatbol
kivalasztott szdmok Osszegeként. Igy tehat vagy n = ay, vagy pedig aj-t a kivalasztott szdmokhoz csatolva Osszegiil n
adodik.

II. megoldas. Ismét azt bizonyitjuk, hogy ha 0 < n < a; + a2 + ... + ak, akkor n felirhaté az aj,asq,...,ax
sorozatbol kivalasztott szamok sszegeként, de most n-re vonatkozo teljes indukciét alkalmazunk.

Ha n = 1, akkor a; = 1 miatt helyes az allitas, akirmekkora is k értéke. Legyen tehat n > 1, és tegyiik fel, hogy
allitasunk helyes, ha benne n helyén néla kisebb m szam all.

A rogzitett n > 1 mellett olyan k értékeket kell tekinteniink, amelyekre n < a; + ag + ... + aj teljesiil. Elég, ha
koziiliik csak a legkisebbel foglalkozunk, tehat azzal a k értékkel, amelyre

ai+as+...+ap_1<n<a+ax+...+ag,

hiszen k novelésekor az Osszegiil n-et add szamok kivalasztdsdhoz rendelkezésre allo valaszték csak novekszik.
Egyenl6tlenségeinkb6l az m = a; + as + ... + ax — n értékre 0 < m < ay, adodik. igy tehat a feladat feltevését is
alkalmazva
0<m<ar—-1<ai+as+...+ar_1 <n.

Ha tehat az érdektelen m = 0 (azaz n = a1 + as + ... + ag) esetet figyelmen kiviil hagyjuk, akkor
O<m<n<a+az+...+ag.

Indukcids feltevésiink szerint ez éppen azt biztositja, hogy m elGallithatd az ai,as,...,a; sorozatbol kivalasztott
szamok Osszegeként. Ha tehat ezeket ebbdl a sorozatbol elhagyjuk, akkor a megmaradéknak n az Osszege.

Megjegyzések. 1. Felvethet6 a kérdés, hogy feladatunk feltevésének teljesiilnie kell-e, ha allitasa teljesiil. Ez nincs
igy. Ha pl. minden i # 2 esetben a; = 1, viszont ay = 3, akkor a feltevés a k = 2 esetben nem teljesiil: 3 > 1+ 1,
viszont barmely természetes szam mégis el6allithaté az 1, 3, 1, 1, 1, ... sorozatbdl kivalasztott szdmok Osszegeként.

Elmondhatjuk, hogy negativ tapasztalatunk nem meglepetés, mert a végtelen sorozat elemeinek permutalésa a
természetes szamok elGallithatosaganak mit sem art, viszont megsziintetheti a feladat feltevésének teljesiilését. El6z6
példank is ugy keletkezik, hogy a feltevést is kielégits 1, 1, 3, 1, 1, 1, ...sorozat két elemét felcseréljiik.

2. Feladatunk feltételének sziikségességét mégiscsak bebizonyitjuk, de a kovetkezs formaban: Ha minden természetes

szam felirhato egy természetes szamokbol alakulo c1,co, cs, . .. végtelen sorozatbdl kivdlasztott szamok dsszegeként, akkor
ez a sorozat dtrendezhetd aqy = 1,a2,as, ... alakba gy, hogy

ar <l4+ay+as+...+ap_1

minden k > 1 értékre teljestiljon.

Abbol indulunk ki, hogy a; = 1 lehetséges valasztas, hiszen 1-nek szerepelnie kell a c¢1, ¢2, ¢3, . . . sorozatban, mert
1 is elGallithato altala. A tovabbi a; értékek megvalasztasat a kovetkezSképpen szabalyozzuk:

Minthogy Ny = 2 el6allithato, a cj, ca,c3, . .. sorozatban a; elhagyasa utan is szerepelnie kell legalabb egy Ny-nél
nem nagyobb elemnek (ti. 1-nek vagy 2-nek). Azt valasztjuk koziiliik as-nek, amelyiknek a c1, ¢a,cs, ... sorozatban a
legkisebb az indexe.

as megvélasztasa utan van egy legkisebb N3 természetes szam (ti. 3 vagy 4), amely nem irhato fel a véges a1, as
sorozatbol kivalasztott szamok Osszegeként. Szerepelnie kell ezért a ¢y, c2, c3, ... sorozatban aj, és as elhagyésa utan
is legalabb egy N3-nal nem nagyobb szamnak. Azt valasztjuk koziilikk as-nak, amelyiknek az indexe a ¢y, co,cs, ...
sorozatban a legkisebb.



Igy folytatjuk ezt az eljarast. Ha mar megvalasztottuk az a1, as,...,ar_1, sorozatelemeket, akkor van egy legki-
sebb Nj természetes szdm, amely nem irhato fel a véges a1, aq,...,ar—1 sorozatbol kivilasztott szdmok Gsszegeként.
Szerepelnie kell ezért a c1,ca,c3,... sorozatban a mar kivalasztott elemek elhagyasa utan legalabb egy Nj-nal nem
nagyobb szamnak. Ezek koziil azt valasztjuk ag-nak, amelyiknek az indexe a ¢y, cg, c3, ... sorozatban a legkisebb.

A kovetkezd 1épésben felléps Ni1 nagyobb Ni-nal, hiszen N maga mar bizonyosan felirhaté az a1, aq, ..., a; so-
rozatbol kivalasztott szdmok Osszegeként vagy azért, mert ap = Ny, vagy pedig azért, mert a; mellé az a;, aq,...,ax_1
sorozatbol Nj — ay Osszeget ado szamokat valaszthatunk ki, hiszen N volt a legkisebb igy el§ nem allithato szam.

Ha tehét eljardsunkat minden hataron tul folytatjuk, akkor No < N3 < Ny < ... miatt a c¢1,co,c3,... sorozat
barmely c¢; eleme el6bb-utébb kivalasztasra keriil, mert ha pl. a k-adik lépésben mar Ny > ¢; akkor ettsl a 1épéstél
kezdve csak c¢; vagy ndla kisebb index® elem keriilhet kivalasztdsra, mérpedig a véges sok ci,c, ..., c;—1 elem elGbb-
utobb elfogy. Ezek szerint az altalunk képezett aq, as, as, ... sorozatban a ¢y, co, c3, . .. sorozat minden eleme elGfordul,
tehédt az utébbi sorozatot valoban atrendeztiik.
el az ay,asq,...,a;x—1 sorozatbol kivalasztott szdmok Osszegeként. Minthogy pedig ar < Ng, bebizonyitottuk, hogy
feladatunk feltevésének teljesiilnie kell az atrendezéssel szarmaztatott a1, as, as, ... sorozatra.

3. Ha az a1 < ag < a3 < ... feltételnek eleget tevé monoton sorozatokra szoritkozunk, akkor kizartuk azt, hogy a
sorozat elemeit permutalhassuk, hogy tehat a feladat feltevésének teljesiilése ettsl a permutalastol fiiggjon. Az ilyen
monoton sorozat esetében a feladat feltevésének (minden permutalas nélkiil) teljesiilnie kell, ha az allitasa teljestil.

Ha ugyanis ax > 14+a; +az+...+ax—1 = n, akkor n nem irhaté fel az ay, as, as, . .. sorozatbdl kivalasztott szamok
Osszegeként, hiszen ebben a végtelen sorozatban csak az aj,as, . ..,a;y—1 elemek nem nagyobbak n-nél, és mindezeknek
az Osszege még mindig kisebb nala.

4. Utolsoként azt a kérdést vetjiik fel, hogy hogyan kell a feladat feltevését kielégitd sorozatot megvalasztani, ha
azt akarjuk, hogy elemei a lehetd legnagyobbak legyenek. Megmutatjuk, hogy 1, 2, 4, 8, ... ez az optimalis sorozat.

Akarhogyan valasztjuk meg ugyanis a feltevést kielégits sorozatot, ebben minden k > 1 értékre teljesiil az
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egyenlGtlenség. Ezt k-ra vonatkozoé teljes indukcioval bizonyitjuk be. A k = 2 esetben helyes az allitas, mert a feltevés
szerint a; < 14 a1 = 2'. Legyen tehat k > 2, és tegyiik fel, hogy az allitas teljesiil, ha benne k helyén nala kisebb
szam &ll. Ekkor

ap <l4ar4+as+...4ap1 <14+2042 4. 42F2=9ok1

ami allitasunk helyességét bizonyitja.

Az utolso egyenlGség, éppen feladatunk allitasara hivatkozva, azt a jol ismert tényt bizonyitja, hogy minden termé-
szetes szam felirhato 2 kiilonb6z6 hatvanyainak 6sszegeként. Belattuk tehat, hogy a vizsgalt tulajdonsagu sorozatok
koziil 2 hatvanysorozatdnak az elemei a legnagyobbak.



