Megjegyzés. A feladat csak arra az esetre vonatkozik, amikor a tarsasutazasnak van legalabb négy résztvevije.
Ha ez nem all fenn, akkor a feladat feltevése és allitasa egyarant semmitmondo.

I. megoldas. Legyen A és B két olyan résztvevs, akik kordbban még nem taldlkoztak. Feltehetjiik, hogy van
két ilyen, hiszen kiilonben barmely résztvevé megfelelne a feladat kivinalmanak. Azt is feltehetjiik, hogy van az AB
partol kiillonb6z6 utaspér, akik szintén elGszor talalkoznak, mert kiilonben minden A-t0l és B-t6l kiillonb6z6 résztvevs
megfelelne, és barmely négy résztvevs kozott van ilyen (st legalabb kettd).

Az AB-t6l kiilonb6z6, ugyancsak elGszor talalkozo utasparban szerepelnie kell A-nak vagy B-nek, mert ha ez a CD
utaspar A-tol és B-t6l kiilonbozé atitarsakbol dllna, akkor A, B, C, D koziil egyik sem talalkozott volna korabban
a masik harom mindegyikével, és ez ellentmond a feladat feltevésének. Legyen tehat AC ez az AB-t6l kiilonb6z6,
ugyancsak elGszor talalkozd utaspar, hiszen minden lehetséges eset ezzé az esetté betiizhets &t.

Azt vizsgaljuk most, hogy mely AB-t6] és AC-t6l kiilonb6zd utaspéar allhat olyanokbol, akik maskor még nem talal-
koztak. Az el6z6 bekezdés szerint A-nak vagy B-nek az ilyen utasparban is szerepelnie kell, de ugyanolyan indokoléassal
szerepelnie kell benne A és C' valamelyikének is. Eszerint ez a tovabbi elGszor taldlkozo utaspar csak BC' vagy pedig
AD lehet, ahol D egy még nem emlitett résztveva.

Az utobbi eset azonban lehetetlen, mert akkor az A, B, C, D résztvevékre nem teljesiilne a feladat feltevése.
Eszerint az AB, AC parokon kiviil csak BC' allhat egymassal elGszor talalkozo utitarsakbol, tehat minden A-t6l, B-t6l
és C-t6l kiilonboz6 résztvevonek talalkoznia kellett mar minden dtitarsaval. Minthogy barmely négy résztvevs kozott
van ilyen, a feladat allitasa helyes.

Megjegyzés. Egyszertibbé valik feladatunk megoldasa, ha dbrazoljuk a vizsgalt viszonyokat, és megfelels elneve-
zéseket vezetiink be.

Abrazoljuk a tarsasutazas résztvevéit egy-egy ponttal, és kossiink Ossze kettot-kettSt koziililk egy vonaldarabbal
akkor, ha a két pontnak megfelels atitars kordbban még nem talalkozott. Az Gsszekdts vonalakat tgy valasztjuk meg,
hogy ne haladjanak at mas résztvevét abrazold ponton. Ilyen médon egy grdfhoz jutottunk, amelynek szdgpontjai az
utitarsaknak, élei pedig az elGszor talalkozo utasparoknak felelnek meg. Ha a graf élei esetleg metszik vagy érintik
egymast, kozos pontjukat nem szamitjuk a graf szogpontjai kozé. Az altalunk bevezetett grafnak véges sok szogpontja
van, minden éle két-két egymastol kiillonbozs szogpontot kot Ossze, és ugyanazt a szogpontpart csak legfeljebb egy él
koti 6ssze. Ha a kovetkezSkben grafrol lesz sz6, mindig csak ilyen grafra gondolunk.

Ha feladatunkat a most bevezetett grafra szovegezziik meg, a feladat a kovetkezs alakot Olti: Egy grdfnak nincs
négy olyan szogpontja, amelyeknek mindeqyikébdl kitndul €l a mdsik harom szogpont valamelyikéhez. Bebizonyitando,
hogy a graf barmely négy szégpontja kézott van olyan, amelybdl nem indul ki €l. Semmitmondé esetek kizarasa kedveéért
hozzatehettiik volna, hogy a grafnak legaldbb négy szdgpontja van.

Az igy szovegezett feladat megoldésa rovidebb és attekinthetGbb. Ezt a kozolt megoldas atszovegezésén mutatjuk
be:

Feltehetjiik, hogy a grafnak van legalabb két éle, a és b, mert kiilonben legfeljebb két szogpont kivételével egyikbdl
sem indul ki él, és barmely négy szogpont k6zott van ilyen. Az a, b élek egyik végpontja kozos, mert kiilonben
négy végpontjukra nem teljesiilne a feladat feltevése. Ebb6l az is kovetkezik, hogy az a, b éleken kiviil csak olyan él
szerepelhet, amelynek van kozos pontja a-val is és b-vel is. Az ilyen él tehat (1. abra) vagy a és b szabad végpontjat
koti 6ssze, vagy pedig kozos végpontjukbol indul ki. Az utdbbi eset lehetetlen, mert akkor a harom él négy végpontja
ellentmondana a feladat feltevésének. Ezek szerint csak az a, b élek harom végpontjabol indul ki él, barmely négy
szogpont kozott van tehat olyan, amelynek nincs meg ez a tulajdonsaga.

1. dbra

II. megoldas. Feltessziik, hogy van legalabb négy olyan résztvevd, aki valamely ttitarsaval a tarsasutazason talal-
kozik el6szor, hogy tehat a feladat allitdsa nem teljesiil, és bebizonyitjuk, hogy akkor a feladat feltevése sem teljesiilhet,
hogy tehé&t van négy olyan résztvevd, akik koziil egyik sem talalkozott korabban a masik hdrom mindegyikével. Ez
bizonyitja majd, hogy ha a feladat feltevése teljesiil, allitasanak is teljesiilnie kell.

Ismét abbol indulunk ki, hogy A és B elGszor talalkozik egymassal. Ha két t6liik kiilonboz6 résztvevs korabban
még nem talalkozott, akkor maris talaltunk az allitdsunkat bizonyité négy résztvevét.

Legyen C és D két olyan tovabbi résztvevd, akik nem mindenkivel talalkoztak korabban. Mostani feltevésiink szerint
biztosan van két ilyen. Az eléz6 bekezdés szerint csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor C' is és D is csak
mar megbetiizott résztvevivel talalkozik elgszor. Ekkor azonban A, B, C' és D négy olyan tutitars, akiknek egyike sem
talalkozott korabban a masik harom mindegyikével, akik tehat allitdsunk helyességét bizonyitjak.

Megjegyzések. 1. Masodik megoldésunk a grafokra atiiltetett feladat szovegének tovabbi atfogalmazasat teszi in-
dokoltta. Ha a grafbol elhagyjuk azokat szogpontokat, amelyekbdl nem indul ki él, akkor a feladat kovetkezs megfogal-
mazasahoz jutunk: Egy graf minden szégpontjabol kiindul €l, de nincs négy olyan szégpontja, amelyeknek mindegyikébdl
kiindul €l a mdsik hdrom valamelyikébe. Bebizonyitandd, hogy a grdfnak négynél kevesebb szégpontja van.



Ha ezt a feladatot ugyanugy atszovegezziik, ahogyan az eredeti feladattal masodik megoldasunk elején tettiik, akkor
feladatunk kovetkezé tjabb szévegéhez jutunk: Egy grdfnak legaldbb négy szogpontja van, €s minden szdgpontjabol
kiindul €l. Bebizonyitando, hogy van a grafnak négy olyan szégpontja, amelyeknek mindegyikébdl kitndul €l a mdsik
hdrom valamelyikéhez. Az olvasora hagyjuk, hogy masodik megoldasunkat e feladat megoldasava irja at.

2. Masodik megoldasunk mintajara bebizonyitjuk, hogy utols6 allitdsunk akkor is helyes, ha benne 4 helyett tet-
sz6leges paros 2k természetes szam all. Az altalanositott feladat tehat a kovetkezSképpen szol: Egy grdfnak legaldbb 2k
szogpontja van, és minden szégpontjabol kiindul €l. Bebizonyitandd, hogy van a grifnek 2k olyan szégpontja, amelyeknek
mindeqyikébdl kitndul €l a t6bbi 2k — 1 szégpont valamelyikéhez.

Valasszunk ki grafunkbol lehet6leg sok fliggetlen élt, azaz olyanokat, amelyeknek végpontjai mind kiilonbo6zsk.
Ha van k fliggetlen él, akkor ezek végpontjai maris bizonyitjak allitasunk helyességét. Ha csak j < k fiiggetlen élt
valaszthattunk ki, ha tehat ezekt6l fliggetlen (j + 1)-edik él mar nincs, akkor 2j végpontjukrol tudjuk, hogy minden
tovabbi szogpontbol kiindulé él ennek a 25 végpontnak valamelyikébe fut. Ha tehat ehhez a 25 végponthoz barmely
tovabbi 2k — 2j szdgpontot csatolunk, az allitasunkat bizonyité 2k szogponthoz jutunk.

Megtehetngk, hogy a most bizonyitott tényt annyiféleképpen fogalmazzuk at, ahanyféleképpen ezt eredeti felada-
tunkkal megtettiik. Megelégsziink azzal, hogy csak az eredeti megszovegezésbe Oltoztetett eredményiinket mondjuk ki:
Ha egy tdrsasutazds barmely 2k résztvevdje kozott van olyan, aki a tébbi 2k —1 mindegyikével mdr mdskor is taldlkozott,
akkor barmely 2k résztvevd kézott van olyan, aki mdr minden utitdrsdval taldlkozott. Semmitmondé eseteket zarunk ki,
ha megkoveteljiik, hogy a tarsasutazasnak legalabb 2k résztvevGje van. Megemlitjiik, hogy a k = 1 esetben az allitas
nyilvinvaléan helyes, a k = 2 eset pedig eredeti feladatunk allitasa.

3. Felmeriil a kérdés, hogy helyes marad-e utols6 eredményiink, ha benne 2k helyett egy paratlan 2k + 1 szam
all. Bebizonyitjuk, hogy igy mar hamis allitishoz jutunk, hogy tehédt ez a modositas az eddig emlitett kiilonféle
megszovegezések egyikénél sem megengedett. A 2k + 1 = 1 esetet figyelmen kiviil hagyjuk, mert ebben az esetben a
feladat értelmét veszti.

Bizonyitas céljabol elég egy kellgen sok fliggetlen élbdl allo grafot tekintenlink. Ennek van legalabb 2k-+1 szdgpontja,
és minden szogpontjabdl kiindulé él. Nincs viszont 2k+1 olyan szogpontja, amelyek mindegyikébdl kiindul él a tobbi 2k
szogpont valamelyikébe. Akarhogyan szemeliink ki ugyanis 2k + 1 szogpontot, az ezeket 6sszekotd élek végpontjainak
szama természetesen csak paros lehet, s igy ezek nem merithetik ki a 2k + 1 szogpontot. .



