I. megoldas. Azt fogjuk megmutatni, hogy a kifejezést kozos nevezére hozva a szamlalod oszthatd a nevezdvel,
kozelebbrdl azt, hogy a nevezé tényez6i kiemelhetk a szamlalobol, a visszamarado tényezs x, y, z-nek egész egyiitthatos
polinomja. Igy ha z, y, z egész, akkor a kifejezés értéke is egész szam.

A koz6s nevezore hozott alak

a"(y—2)+y"(z—z) +2"(x —y)

@) G-y 25— 2)

Itt n = 0-ra a szamlalo
(y—2)+(—2)+(x—y) =0,

s igy 0 a kifejezés értéke. Masrészt ebbdl
r—y=—(y—2) - (2—x)
Ezt felhasznalva a szamlalé tetszés szerinti n-re a kovetkezGképpen alakithato:

(@" =2")y—2)+ (" —2")(z — x).
Ez n = 1-re 0-t ad, ha pedig n > 2, akkor (z — z)(y — z)-t, kiemelve a kovetkez6t kapjuk:

(x—2)(y—2)z" 42" 2o 4. Fa 4
_ynfl _ yn72z — = yzn72 _
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Itt a szOgletes zardjelben z, y, z-nek egész egylitthatos polinomja all allitAsunknak megfelelGen. (Az n = 2 esetben a
szOgletes zarojelben csak az utolséd tag, az n = 3 esetben pedig csak az elss kifejezés és az utolso tag lép fel.)

Megjegyzés. 1. Han > 2, a szogletes zardjelben egyszerd felépitést polinom keletkezett: azoknak az x, y, z hatvanyait
tartalmaz6 szorzatoknak az Osszege, amelyekben a hatvanykitevGk Osszege n — 2.

2. Sok versenyz6 a feladat allitasat bizonyitottnak vélte annyit mutatva meg, hogy a (2) alatti kifejezés szamlaloja
oszthaté kiilon-kiilon az x — y, x — z, y — z egészekkel. Ebb&l azonban csak akkor kdvetkeztethetnénk arra, hogy ezek
szorzataval is oszthat6 a szamlalo, ha a harom kiilénbség semelyik kettGjének nem volna 1-nél nagyobb kozos osztdja;
ez azonban altalaban nem teljesiil.

Helyessé tehetS ez az okoskodés, ha a szamlalot és nevezdt az x, y, z valtozok polinomjanak tekintjiik. Ekkor az
T —vYy, x — 2, y — 2z polinomoknak nincs valtozot tartalmazé kozos osztdja, és mindegyik kiemelhet6 a szamlaloban
szereplS polinombol. Ebbdl az egész egyiitthatos polinomok korében is kovetkezik, hogy a harom kifejezés szorzata is
kiemelhet§ a szamlalobol. Néhany versenyzé ezen az tton helyes bizonyitast adott a feladat allitasara, ezzel azonban
lényegesen mélyebb tételt hasznalt fel bizonyitatlanul, mint a bizonyitandé allitas.

Helyessé tehet6 azonban ez a gondolatmenet a gyOktényez6k kiemelésére vonatkozé tételt a kovetkezs alakban
hasznalva fel: Ha egy f(x) polinomnak gyoke at szdm, akkor f(x) felbonthaté x —t-nek és egy polinomnak a szorzatdra.
Ha f(x) egész egyiitthatds, ést is egész szam, akkor x —t szorzdja is egész egyitthatds polinom. Ez konnyen leolvashato
a gyoktényezd kiemelésére vonatkozo szokasos bizonyitasokboél példaul a kovetkezé médon: Legyen

f(z) = apax™ + ax" '+ tanx+a, 6és f(t) =0.
Ekkor

fl@) = fl@) = f(t) = ao(a" —t") + a1 (@" ™" = ") + ... Fan-1(z — 1) =
=(@—t)[ao(@" " +a2" 4.+ ) (@4 )+ tan] =
= (z — t)[aox™ " + (aot + a1)z™ " + (aot® + a1t + az)a" > + ...+
+Haot" M+ art" P+ .+ an—1)].
Ha itt az a; egyiitthatok és t egész szam, akkor nyilvanvaloan egész egyiitthatos a szogletes zarojelben levé kifejezés
is.
Ennek alapjin a feladat allitasa igy lathato be:

II. megoldas. A (2) kifejezés szamlaldja 0, ha n értéke 0 vagy 1. Ha n > 2, akkor rendezziik a kifejezés szamlalojat
x hatvanyai szerint, és végezziik el a kindlkozo kiemelést:

® Py = 2) =y — =) yal = ) =
= (y — Z) I:xn — :E(yn_l + yn_2z +... 4+ Z’Il—l) + yz(yn—Q o+ Zn_z):l'



(Itt n = 2 esetén a szogletes zarojelben az utolséd tag utolsd tényezdjén az 1 szamot kell érteni.) Tekintsiik ezt most
az x valtozo polinomjanak, y és z pedig jelentsenek adott kiilonbozs egész szamokat. Ekkor (3) bal oldala elttinik az
x = y helyen, igy a jobb oldal mésodik tényezGje is, mert y és z kiilonboz6. Ez a tényezd egész egyiitthatds és y is
egész, igy kiemelhet6 az x — y tényez6 és kiemelése utdn egy egész egyiitthatds polinom marad vissza.

Ez a polinom elttinik az z = z helyen, mert (3) bal oldala eltiinik, viszont a jobb oldalon az el6z6 kiemelés utan
keletkezett (y — 2)(x — y) szorzat nem tiinik el, mivel y és z kiilonboz6. Igy kiemelhets még az = — 2 tényezs is és ismét
T egész egylitthatés polinomja marad vissza. Ha az igy atalakitott szamlaloban x helyébe is az adott egész értéket
helyettesitjiik, azt kapjuk, hogy a szamlalo az (y — z)(x — y)(x — z) szorzatnak egy egész tObbszorose, tehat a (2)
kifejezés egész szam.

III. megoldas. Jeloljik az (1) kifejezést P, (z,vy, z)-vel. Teljes indukcidval fogjuk bizonyitani, hogy ez az z, y, z
valtozok egész egyiitthatds polinomja.

Az allitas n = O-ra igaz, mert Py(zx,y, z) azonosan 0.

Tegyiik fel, hogy valamilyen n = k értékre Py (x,y, z) egész egyiitthatos polinom. Kikiiszobolve Pyi1(x,y, z)-bdl és
Py (z,y, 2)-b6l a harmadik tagot a kovetkezs azonossaghoz jutunk:

k+1 k k+1 k k k
Pk+1($,y,2)—zpk($7y,z): + = )
(z—y)z—2) @W—z)ly—2 -y
azZazZ
(4) Pigi(z,y,2) = 2Pe(m,y,2) + (2" + 2" Py 4o+ 5,

ahol k = O-ra a zarojelben allo Osszeg 0-val helyettesitends. Ebbsl azonnal kovetkezik, hogy Pp(z,y, z)-vel egyiitt
Piiq1(z,y,2) is o, y, z egész egylitthatos polinomja. Allitasunk tehat minden nem negativ egész n-re érvényes.

Megjegyzés. A (4) azonossag mindjart modot is ad a P, (x,y, z) polinomok lépésrdl lépésre torténd — ugynevezett
rekurziv — meghatéarozasara. Megkaphatjuk ebbdl P, (z,y, z) explicit elGallitasat is, teljes indukcioval bebizonyithatjuk
az 1. megoldashoz fiz6tt 1. megjegyzés allitasat.

IV. megoldas. Az (1) kifejezést tekinthetjiik a

Pk ) = il
n (T 22, - Tx) (x1 —x2)(x1 — 23) ... (21 —xk)+

(o —x1) (w2 — 23) ... (T2 — ) et (xp — 1) () — 22) .. (T — T—1)

kifejezések speciélis esetének, ha k = 3. Ertelem szerint P, (x1)-en x7-t értjiik. Az alabbi meggondolasok erre az esetre
is érvényesek. Megmutatjuk, hogy ezek a kifejezések minden k-ra és tetszés szerinti nem negativ egész n-re a valtozok
egész egyiitthatos polinomjai.

A bizonyitas torténhetik a valtozok szamara vonatkozo teljes indukcioval. A k =1 értékre

PV (zy) = a7

az x1 valtozé egész egyiitthatés polinomja.
Tegyiik fel, hogy ha k valamilyen | — 1 értékkel egyenls (ahol | — 1 > 1), akkor P,Sl_l)(xl ..., x;—1) a valtozbdinak
egész egyiitthatos polinomja. Ekkor képezziik a

Prgl_l)(xlu e, T2, :El—l) — Pél_l)(xl ey Xp—2, xl)

kifejezést. Itt az x' szamléloja tag mindkét kifejezésben fellép, ha l > 2 és ¢ <1 —2, a nevezSk pedig egyenlévé valnak,
ha az els6 tortet x; — x;-lel; a masodikat z; — z;_1-gyel bévitjik. Ekkor a szamlaloban

zi (@ — wp) — @i (v — 1) = 27 (w1 — @)
lesz, tehat a két tort Osszevonasaval az

x(21-1 — 1)

({Ei — LL‘l) e (J,'l — {Ei_l)(!Ei — xi—i—l) e (J,'l — xl—l)(xi — LL‘l)

tag keletkezik. Az els6, ill. masodik kifejezés utols6 tagjat x;—1 — x;-lel bévitve igy alakitjuk at:

T’ ity (v-1 — 1)

(wm1 —@1) . (mmy —mim2)  (mmr — 1) - (o1 — m—2)(mmy — @)

ill.
xp P (x—1 — x1)

(g —21) ... (m—21-2)  (mp—21) ... (7 — 2 2) () — 1)



Igy a kovetkez6 azonossagra jutunk, kiemelve a minden tagban kozos (z;_1 — x;) tényezot:
(5) Py, g, xi1) — P (@, mg,a) = (21 — ) POz ..., 2).

Itt a bal oldalon P,(Ll_l)(xl ce s T2, Ty—1) €S P,Sl_l)(xl, ..., x—2,2;) az indukcios feltevés szerint a valtozok egész
egyiitthatés polinomja; az utobbi tgy nyerhetd az el6bbibél, hogy ;1 helyébe xj-et irunk. Igy az egyiket x;_i, a
masikat x; hatvanyai szerint rendezve a két kifejezésben x;_1, ill. ; egyenlé hatvanyainak megegyezik az egyiitthatoja.
A kiilonbségben ezeket a kozos egyiitthatokat kiemelve x;_; — x; alaka kiilonbségek lépnek fel. Ezek mindegyikébdl,
s igy (5) bal oldalabol is kiemelhet az ;1 — x; tényezs. A visszamarado tényezs, ami (5) szerint P\ (z1, ..., xz;)-et
adja, az 1, ..., x; valtozok egész egyiitthatos polinomja. Ezzel indukciés bizonyitasunkat befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A bizonyitast 1épésrdl 1épésre kovetve az is konnyen bizonyithato teljes indukcioval, hogy P,(Lk) (21, ..
az x1,...,x valtozok hatvanyaibol képezett Osszes olyan szorzatok Osszege, amelyekben a kitevék 0sszege n — k + 1,
han > k; P,gk) azonosan egyenlé 1-gyel, ha n = k — 1, ha pedig n < k — 1, akkor 0-val.

2. Az eddigi bizonyitasok mindegyike felhasznalta az

a* =P =(a—-b) (" + a4 a4

azonossagot. A kovetkezs — lényegében ARATO PETER dolgozatabol szarmazo — megoldasban erre sincs sziikség.

V. megoldas. A
(t—2)t—y)t —2)=t3 = (x+y+ 2)t* + (xy + 2 + y2)t — zy2

kifejezés, mint ¢ polinomja nyilvan eltiinik a t = z, t = y, t = z helyeken és ugyanez all a kifejezés t"-szeresére is. Igy
ha t az x, y, z akdrmelyikét jelenti, azonosan teljesiil, hogy

(6) " = "2 (b oy + 2) — " (Y + 22+ y2) + ayz,
(t==x, vagy t=y, vagy t=z2)
(ami kiilénben kozvetleniil is kénnyen belathato).

Jeloljiik a feladatban szerepld kifejezést Py, (z,y, z)-vel, amint a III. megoldasban is tettiik, akkor P,i5(z,y, 2)
tagjainak szamlalojaban felhasznalva a (6) azonossagokat, a kovetkezs azonossaghoz jutunk:

Pn+3($7y72) = (JJ + Y + Z)Pn+2(x7y72) - (l’y +zz+ yz)Pn+1(;v,y,z)+
+ayzPo(z,y, 2).

Ebbdl latjuk, hogy ha kifejezésiink n hdrom egymasutani egész értékére a véaltozok egész egyiitthatds polinomja, akkor
ugyanez all minden nagyobb n egész szamra is. Mivel pedig Py(z,y,2) = Pi(z,y,2) =0, Pa(z,y,2) = 1, igy Pn(z,y, 2)
minden nem negativ egész n-re az x, y, z valtozok egész egyiitthatés polinomja.

Megjegyzés. Az V. megoldas modszerével is bizonyithatoé a IV. megoldasban szerepld altalanosabb allitas tetszés
szerinti adott k-ra, csak ekkor n =0,1,...,k — 1-re kell meghatarozni P,(lk) (x1,x9,...,2) értékét.



