A feladat allitasa a kovetkezdvel egyértelmii: van olyan 3 pont, amelyek valamelyikébdl a masik kettén at huzott
féelegyenesek hajlasszoge legalabb 120°-0s. Ebben a forméban fogjuk bizonyitani az allitast.

I. megoldas. A kovetkezs segédtételbdl indulunk ki. Ha egy haromszog belsejében adva van egy P pont, akkor
a P-bdl a csucsokhoz hiizott egyenesek hajlasszogének valamelyike legalabb 120°-0s. Valéban, véve a harom szog
legnagyobbikat (illetSleg az ilyenek egyikét), ennek a haromszorosa legalabb akkora, mint a harom szog Gsszege, vagyis
legalabb 360°, ez a szog tehat legalabb 120°-os.

Ebbdl kovetkezik, hogy a feladat allitasa teljesiil minden olyan esetben, amelyben kivilaszthatok az adott pontok
koziil egy haromszog cstcsai ugy, hogy ez a hdromszog tartalmazzon adott pontot.

1. dbra

Valasszunk ki most mar az adott 6 pont koziil harmat. Ha abban a haromszogben amelynek ezek a csicsai, van
még adott pont, akkor, mint lattuk, teljesiil a feladat allitasa; de teljesiil akkor is, ha a haromszog két oldalanak a
kozos csucsukon tuli meghosszabbitasai kozt levs szogtartomanyba esik adott pont (1. abra), mert akkor a kérdéses
csucsot tartalmazza az a hdromszog, amelyet a masik két csics és a negyedik pont hataroz meg. A sikot a hdromszog
oldalegyeneseivel felosztva feltehetjiik tehat, hogy a tovabbi adott pontok a haromszog oldalaihoz csatlakozoé sikrészek-
ben helyezkednek el. Hozzavéve koziiliik egyet a mar kivalasztottakhoz, a tekintetbe vett pontok egy konvex négyszog
csucsai (2. abra).
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2. dbra

Meghuizva a négyszog még hianyzo két oldalanak egyenesét, ismét feltehetjiik, hogy sem a keletkezs 1j haromszogbe,
sem pedig az oldalmeghosszabbitasok kozti szogtartomanyokba nem esik adott pont. Igy véve egy 6todik pontot az
az el6z6kkel konvex 6tszoget alkot, és a gondolatmenetet még egyszer megismételve nyerjiik, hogy elég azt az esetet
megvizsgalni, amelyben az adott pontok egy konvex hatszog cstcsai. Ebben az esetben a hatszog legnagyobb szogének,
vagy a legnagyobbak egyikének a hatszorosa legalabb akkora, mint a hat szog Gsszege, tehéat legalabb 720°; s igy a
szog legalabb 120°-0s. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

II. megoldas. Az adott pontok vagy egy konvex hatszog csucsai, vagy koziiliik 3, 4 vagy 5 egy olyan konvex
sokszOg csucsait alkotja, amely tartalmazza a tobbi adott pontot. Az igy kapott hat—, ill. hArom—, négy— vagy 6tszoget
az adott pontok konvex burkdnak nevezziik [

Ha a konvex burok hatszog, akkor, mint az el6z8 megoldas végén lattuk, egyik szoge legalabb 120°-os.

Ha a konvex burok négy—, vagy 0tszog, akkor egyik atlojaval, ill. egyik csicsabol indulé atléival haromszogekre
bontjuk. A keletkezé haromszogek valamelyike tartalmaz adott pontot. A hatralevs esetek mindegyikében talalunk

! Képzeljiink a pontokban a sikra merdlegesen gombostiiket betiizve és vegyiik koriil ezeket cérnaval, majd htzzuk Sssze a cérnat a
legrovidebbre, ekkor a cérna megadja a konvex burkot.



tehat olyan haromszdget, amelynek a csicsai adott pontok és amely tartalmaz ezeken kiviil is adott pontot. Az el6zé
megoldas elején lattuk, hogy ekkor a cstucsokat a tovabbi adott ponttal 0sszekots szakaszok kozti szogek valamelyike
legalabb 120°-0s. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

Megjegyzések. a) Nem lényeges annak kikotése, hogy semelyik 3 pont sincs egy egyenesen, ha ugyanis 3 pont egy
egyenesen van, akkor a kozéps6bdl a két széls6hoz huzott félegyenesek 180°-0s (tehat 120°-nal nagyobb) szoget zarnak
be.

b) Vizsgéljuk meg, el6fordulhat-e, hogy az adott pontok mindegyikét minden lehet6 modon Gsszekotve két-két
masikkal, a keletkez6 forgasszogek legnagyobbika sem nagyobb 120°-nal, és ha igen, milyen esetekben kovetkezik ez
be. A bizonyitasbol azonnal adddik, hogyha a 6 pont konvex burka hatszog, akkor a kérdéses legnagyobb szog akkor
120°-0s, ha a hatszog minden szoge egyenls, vagyis, ha az oldalai rendre parhuzamosak egy szabélyos hatszog oldalaival
(nem kell azonban szabalyosnak lennie a hatszognek, mint azt tobb versenyzé allitotta).

Ha az adott pontok konvex burka nem hatszog, akkor lattuk, hogy kivalaszthatok a pontok koziil egy olyan harom-
sz0Og csicsai, amely tartalmaz legalabb még egy adott P pontot. A bizonyitasbol vildgos az is, hogy P-bdl a haromszog
oldalainak 120°-o0s szogben kell latszaniuk, mert kiilonben valamelyik biztosan 120°-nél nagyobb szog alatt latszik.

3. dbra

Ha teljesiil is ez a feltétel, akkor is fellep 120°-néal nagyobb sz6g, amint legalabb még egy @ pont van adva (3.
abra). Ha ugyanis @ a P-bdl a csicsokhoz mutaté félegyenesek valamelyikén van, akkor arra 3 pont esik, és igy van
180°-0s szog is. Ha pedig @ az emlitett félegyenesek kozti 120°-0s szogtartomanyok belsejében van, akkor a P-bdl
@-n at huzott félegyenes a szogtéren kiviil levs félegyenessel 120°-nal nagyobb szoget zéar be. Ezzel bebizonyitottuk a
kovetkez6t: hat adott pont mindegyikébdl minden két-két ponthoz hizott félegyenes-pdrok kézdtti szégek legnagyobbika
legaldbb akkora, mint a szabdlyos hatszdg egy szdge, és csak abban az esetben pontosan akkora, ha az adott pontok egy
olyan konvex hatszog csiucsai, amelynek az oldalai parhuzamosak egy szabdlyos hatszég oldalaival.

¢) A most kimondott allitds 6 helyett 3, 4 vagy 5 pont esetére is igaz. Ha ugyanis mindegyik pont csticsa a
pontrendszer konvex burkanak, akkor a sokszog legnagyobb szoge legalabb akkora, mint a szabalyos harom—, négy—, ill.
OtszOg egy szoge, és pontosan ekkora csak gy lehet, ha a sokszog minden szoge ekkora, vagyis ha oldalai pArhuzamosak
egy ugyanennyi oldala szabélyos sokszog oldalaival. Ha pedig (4 vagy 5 adott pont esetén) van olyan pont, amelyik
nem cstcsa a konvex buroknak, akkor egy ilyen pont koriil, mint méar lattuk, fellép legalabb 120°-os szog, viszont a
szabalyos négy— és 6tszog egy szoge kisebb 120°-nal.

Megmutatjuk, hogy a most belatott szabalyossag 7 adott pont esetén mar nem Aall fenn: a sikban 7 pont kézil
valamelyiket 0ssze tudjuk kétni két mdsikkal gy, hogy 120°-ndl nagyobb szdg keletkezzék, viszont birhogy adunk meg
egy 120°-ndl nagyobb szoget, mindig megadhaté T pont gy, hogy a koztik fellépd Osszes szogek kisebbek legyenek az
adott szdgnél. Hozzatessziik, hogy az utoljara emlitett pontrendszerek mar nem lesznek altaldban konvex 7-szdg csucsai.

4. dbra

Ha a 7 pont konvex burka 7-nél kevesebb oldalt, akkor az &llitas elsG része kovetkezik a b) pontban bizonyitott
allitasbol. Ha pedig az adott pontok egy konvex 7-szdg csicsai, akkor ennek legnagyobb szoge legalabb akkora, mint
a szabélyos 7-szog egy szoge, ez pedig nagyobb mint 120°. Az allitds méasodik felének igazolasara vagjuk le egy



szabalyos haromszog cstcsait a cstcsokhoz kozel a szemkozti oldallal parhuzamos egyenessel, és az igy keletkezé
hatsz0g cstcsaihoz vegyiik hozza a haromszog kozéppontjat (4. dbra). Ekkor konnyen belathatjuk, hegy a felléps

legnagyobb szog is tetszés szerint kozel lesz 120°-hoz.
d) Az elmondott eredmények L. M. BLUMENTHAL amerikai matematikustol szarmaznak [ O vetette fel alta-

laban a kérdést, hogy milyen alsé korlatot lehet megadni tetszés szerinti n pont esetén a felléps legnagyobb szogre.
SZEKERES GYORGY megmutattaE hogy ha a pontok egy sikban vannak és szamuk oF (k természetes szam), akkor

1
az [ 1 — — ) 180°-o0s szog jatszik hasonlo szerepet, mint 7 pont esetén a 120°, és térben is nyert hasonl6 eredményeket.

Még sikban sincs azonban minden n-re megoldva a probléma.

2Journal of the American Mathematical Society, 61, (1939), 912-922. o.
3Ugyanott, 63, (1941), 208-210. o.



