I. megoldas. Jeloljiik 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdmokkal a szerepld szineket és szampérokkal az ezekkel a szinekkel gyarthat6
kelméket. Induljunk ki egy gyéartott kelmébdl, pl. az 56 kelmébdl. Ha az 12 és 34, valamint az 13 és 24 kelmepéarok
valamelyike két gyartott kelmébdl all, akkor mar eljutottunk harom kivant tulajdonsagta kelméhez. Ha ez nincs igy,
akkor mind a két kelmeparban van nem gyartott kelme, pl. az 12 és 13 kelméket nem gyartjak. Nem jelent megszoritast,
hogy csak ezt az esetet vizsgaljuk, mert atszdmozassal mindig elérhetjiik minden még el nem intézett helyzetnél, hogy
ez az eset alljon eld.

Mivel minden szin legalabb haromféle parositasban szerepel a gyartott kelmék kozott, minden szin csak legfeljebb
kétféleképpen parosithaté mas szinnel Ggy, hogy nem gyartott kelme szinparjdhoz jussunk. Ezért tudjuk, hogy 14
gyartott kelme, hiszen az 12 és 13 kelméket nem gyartjak. Feltehetjiik, hogy 23 nem gyartott kelme, mert kiilénben
14, 23, 56 célunknak megfelels kelmekivalasztas volna.

Ha viszont 12 és 23 nem gyartott kelmék, akkor az el6bb mondottak szerint kovetkezik, hogy 25-nek gyartott
kelmének kell lennie. Abbol, hogy 13 és 23 nem gyartott kelmék, ugyantugy kovetkezik, hogy a 36 kelmét gyartjak.
Ilyen moédon a feladat kivanalmanak megfelel§ 14, 25, 36 kelmekivalasztashoz jutottunk.

Megjegyzés. Megtehetjiik, hogy a szineket pontokkal dbrazoljuk és azokat a pontparokat, amelyek gyartott kelme
szinparjat adjak, egy élnek mondott vonallal kotjiik Ossze. A gyartott kelmék igy egy dbrat, grafot szolgaltatnak. Ennek
a grafnak hat szogpontja van, két-két szogpontjat legfeljebb egy él koti Gssze, és a feladat kikotése szerint minden
szogpontbol legalabb harom él indul ki. A feladat annak bizonyitasat kivanja, hogy a graf élei koziil kivalaszthatod
harom ugy, hogy végpontjaik mind kiilénbo6z6k legyenek.

Azt, hogy két szogpontot nem kot Gssze él, jelolhetjiik azzal, hogy ezt a két szogpontot szaggatott vonallal kotjiik
Ossze. llyen megallapodas mellett késziilt a kozolt elsé megoldas okoskodasat szemléltets 4. dbra.
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Ebben csak azokat az éleket és élhianyokat tiintettiik fol, amelyek a megoldasban szohoz jutottak.

II. megoldas. Ismét szamokkal jeloljiik a szineket és szadmparokkal a kelméket. Feltehetjiik, hogy az 12 kelmét
gyartjak. Mivel a 3 szin legalabb haromféle parositasban szerepel a gyartott kelmék kozott, szerepelnie kell az 1, 2
szinektdl kiilonbo6z6 szinnel parositva. Feltehetjiik ezért, hogy 34 is gyartott kelme, s hogy az 56 kelmét nem gyartjak,
mert kiilonben maris eljutottunk volna egy, a kovetelményt kielégité kelmekivalasztashoz. (Okoskodasunkat a 4. abra
modszeréveél az 5. abra szemlélteti.)

5. dbra

Mivel az 56 kelmét nem gyartjak, s az 5 szin legaldbb harom szinnel parositva gyartasra keriil, az 15, 25, 35, 45
kelmék koziil legalabb harmat gyartanak, azaz legfeljebb egyet nem gyartanak. Feltehetjiik tehat, hogy a 35 és 45
kelmék mindegyikét gyartjak, mert kiilonben atszamozassal érhetndk el ezt a helyzetet.

Miként az 5 szin esetében tettiik, a 6 szinrdl is belathatjuk, hogy az 16, 26, 36, 46 kelmék koziil legfeljebb egyet
nem gyartanak. Gyartjak ezért a 36, 46 kelméknek legalabb az egyikét. Ha pl. 46 gyartott kelmét jelol, akkor az 12,
35, 46 kelmekivalasztas kielégiti a feladat kdvetelményét.

Megjegyzések. 1. Helyes a feladat allitisanak kovetkezs altalanositasa: Egy gydr legalabb hat kilonbézd szind
fonalbol kétszind kelméket gyart. Minden szin legaldbb hdromféle pdrositdsban szerepel. Kivdlaszthatd akkor hdromféle
kelme gy, hogy ezeken hat kilonbozd szin szerepeljen. Ennek az allitdsnak a bizonyitadsat megkapjuk, ha a kozolt
mésodik megoldasban ,az 56 kelmét nem gyartjak” szavakat az ,€s az 5, 6 szineket magasabb sorszamu szinnel sem
parositjak” szavakkal toldjuk meg.

2. A feladat allitasanak mésiranyu altalanositasa a kovetkez6: Egy gydr 2n kilénbézd fonalbol kétszindg kelméket
gydrt. Minden szin legaldbb n-féle pdrositdsban szerepel. Kivdlaszthato akkor n-féle kelme gy, hogy mindegyik szin



eléforduljon valamelyiken. Itt n tetszoleges természetes szamot jelol. A méasodik megoldas gondolatmenetével ezt az
altalanositast is bizonyithatjuk.

Vélasszuk ki a lehets legtobb kelmét ugy, hogy a kivalasztott kelméken csupa kiilonboz6 szin szerepeljen. Tegyiik
fel, hogy k darab kelmét valaszthatunk igy ki, s hogy k < n. Ha ebbdl ellentmondéasra tudunk kovetkeztetni, akkor
bebizonyitottuk, hogy k = n, azaz allitasunk helyes.

A k darab kivalasztott kelme szineit 1, 2,.. ., 2k szadmokkal jeloljik. Mivel k < n, vannak 2k-nal nagyobb sorszamu
szinek is. Bizonyos, hogy a 2n — 1 és 2n szinek az utébb emlitett szinek koziil valok.

Barmely két 2k-nal nagyobb sorszamu szinrél megéllapithatjuk, hogy ilyen szinosszeéllitasi kelme nem késziil,
hiszen kiilénben a k darab kelme kivalasztasat ennek a kelmének kivalasztasaval folytathattuk volna. Igaz ezért, hogy
a 2n —1 és 2n szinek csak az 1, 2,..., 2k szinek kozott el6fordulokkal lehetnek parositva, s igy koziiliik legalabb n-féle
szinnel val6ban parositva is vannak.

Az 1, 2,...,2k szineket a k darab kivalasztott kelme parokba sorolja.Tekintsiik e 2k-féle szin koziil azt a legalabb
n-et, amelyeknek parjai a 2n — 1 szinnel pérositva gyartasra keriiltek. Ha ezt a legalabb n-féle szint az 1,2,...,2k
szinek koziil elhagyjuk, akkor legfeljebb 2k —n, tehat n-nél kevesebb szin marad. Ebbdl az kovetkezik, hogy a tekintett
legalabb n-féle szin kozott kell lennie a 2n szinnel parositottnak, hiszen a 2n szin is legaldbb n szinnel van parositva
az els6 2k szin koziil.

Belattuk igy, hogy a kivalasztott k darab kelme kozott van olyan, amelyiknek egyik szine a 2n — 1 szinnel, méasik
szine a 2n szinnel is parositva van. Hagyjuk el ezt a kelmét a kivalasztott k darab kelme koziil, s a maradé k& — 1
darab kelméhez csatoljuk hozza azt a két kelmét, amelyeken az elhagyott kelme szinei, valamint a 2n — 1, 2n szinek
szerepelnek. Ilyen médon k + 1 csupa kiilonb6z6 szint tartalmazé kelméhez jutottunk. Ez ellentmond annak, hogy &
értékét a lehets legnagyobbnak valasztottuk, s ez az ellentmondés Allitdsunk helyességét bizonyitja.

3. A most bizonyitott altalanositdst tovabb altalanosithatjuk ugyantgy, ahogyan a feladat allitasat elGszor altala-
nositottuk. Igy a kovetkezd altalanositashoz jutunk: Egy gydr legaldbb 2n kilonbozd fonalbol kétszind kelméket gydrt.
Minden szin legaldbb n-féle pdarositdsban szerepel. Kivdlaszthato akkor n-féle kelme gy, hogy ezeken 2n kilonbézd szin
szerepeljen. Ez az altalanositas magaban foglalja az el6z6 kettének mindegyikét. Bizonyitasa 4j okoskodast nem kivén,
mert a masodik altalanositas bizonyitasa szoszerint alkalmazhat6 ennek bizonyitasara is.

4. Felmeriilhet a kérdés, nem lehet-e olyan irdnyban tovabb altalanositani eddigi eredményeinket, hogy minden szin
esetében n-nél kevesebb parositasban valé gyartast koveteliink meg. Vonatkozik ez a kérdés az n = 3 esetre is.

Akkor sem jutunk helyes kijelentéshez, ha n-et minimaélisan, ti. (n — 1)-re csokkentjiik. Ezt a kovetkezs példaval
bizonyitjuk: Legyen 2n a szinek szama, és osszuk ezeket egy n — 1 szinbdl és egy n+ 1 szinbdl all6 csoportra. Gyartsuk
mindazokat a kelméket, amelyeken egy elsé csoportba tartozé és egy masodik csoportba tartozé szin szerepel.

Most minden szin legalabb n — 1 parositasban szerepel, viszont n kelme a szinek mindegyikét nem tartalmazhatja,
hiszen a masodik csoportot alkoté n + 1 szin koziil csak legfeljebb n szin szerepelhet a kivalasztott n-féle kelmén.

III. megoldas. Képzeljiik dgy, hogy mindenféle szinparositassal gyartanak kelmét, de nem mindegyiket hozzak
forgalomba. Feladatunk ekkor a forgalomba hozott kelmékrdl szol. Mi most a raktaron marado6 kelméket fogjuk vizs-
géalni.

Ha talalunk a forgalomba hozott kelmék kozott olyat, amelyiknek a forgalombol valoé kivondsa utan a feladat
kik6tése tovabbra is teljesiil (hogy ti. minden szin legalabb haromféle péarositasban szerepeljen), akkor ezt a kelmét
vonjuk ki a forgalombol. Folytassuk a raktarnak ezt a szaporitasit mindaddig, amig el nem mondhatjuk, hogy barmelyik
tovabbi kelmének a forgalombél valé kivonasa utdn méar lenne olyan szin, amelyik csak kétféle parositasban szerepelne
a forgalomban marad6 kelmék kozott. Elég, ha a feladat allitdsat az ilyen helyzetekre bizonyitjuk, mert az ilyen
helyzetben lehetséges kelmekivéilasztas a forgalombol kivont kelmék ajboli piacradobésa utén is lehetséges marad.

A raktar kelméin beliil minden szin csak legfeljebb kétféle péarositasban szerepelhet, hiszen legalabb haromféle
pérositasa forgalomban van. El§z6 megallapitasunk értelmében azt is kimondhatjuk, hogy a most mondott tulajdonsag
mér nem maradna meg, ha a raktart barmely tovabbi kelmével szaporitanok. Vizsgaljuk meg, hogy ilyen kikdtések
mellett a raktar milyen kelméket tartalmazhat.

A vizsgalatot megkdnnyitjiik azzal, hogy a szineket pontokkal abrazoljuk, és szaggatott vonallal kotjiik 6ssze azokat
a pontparokat, amelyek egy a raktaron taladlhatd kelme szineit adjak. Ilyen modon egy graf szogpontjaihoz és éleihez
jutottunk. A graf egy szogpontjat annyiadrendinek mondjuk, ahany él ebbdl a szogpontbol kiindul. KikGtéseink
szerint a graf minden szogpontja legfeljebb masodrendi, és ez nem maradna igaz, ha a grafthoz akarmilyen tovabbi élt
csatolnank.

Ebben a grafban csak akkor szerepelhet két 2-nél kisebb rendszamu szégpont, ha ezt a két szogpontot él koti Gssze,
hiszen kiilénben ezt az 6sszekotd élt a grafhoz csatolhatnok, és ezutian sem keletkeznék 2-nél nagyobb rendszamu
szogpont. Ebbdl kovetkezik, hogy csak a kovetkezs esetek lehetségesek: 1) a graf minden szégpontja mésodrendd, 2)
csak egyetlen egy szégpont rendszama kisebb 2-nél, a tobbi mind mésodrendd, 3) két elsérendd szégpontot él kit Gssze,
a tobbi szogpont masodrendi. Ha ugyanis volna harom 2-nél kisebb rendszamu szogpont, akkor ezeknek paronként
éllel kellene 6sszekotve lenniok, és igy mégis csak kiindulna két-két él ebbdl a harom szégpontbdl.

Minden él két szogpontba fut, ezért valamennyi él valamennyi végét dsszeszamlélva paros szamot kell kapnunk. Ez
azt jelenti, hogy a graf valamennyi szogpontjanak rendszamat 6sszeadva paros szamot kell kapnunk. Ebbé] kovetkezik,
hogy ha csak egy szogpont rendszama kisebb 2-nél, akkor ebbdl a szogpontbol nem indul ki egyetlen él sem. Igy azt is



belattuk, hogy ha a raktart abrazol6 grafnak egy éle masodrendd szogpontboél indul ki, akkor ennek az élnek a masik
végpontja is masodrendi szogpont.

A maésodrendd szogpontokat Gsszekots élekrsl megallapithatjuk most mar, hogy ezek szogpontokban egymashoz
csatlakozo élekbdl allo korutakat, ,sokszogeket" alkotnak, hiszen barmelyikb6l barmilyen irdnyban elindulhatunk, s a
végpontok masodrendiisége miatt az utat mindaddig folytathatjuk, amig méar bejart élre nem lépiink. Ilyenkor csak a
kezdéél kezdSpontjahoz juthattunk, mert a bejart élek tobbi végpontjaiba csak mér bejart élek futnak. Mar lattuk,
hogy grafunknak hat, 6t vagy négy masodrendd szégpontja van. Az ezekbdl kiindulo élek az elsé esetben vagy hatszoget,
vagy két haromszoget, a masodik és harmadik esetben pedig csak Gtszdget, ill. négyszoget alkothatnak, hiszen minden
sokszognek legalabb harom oldala van.

Megallapitasainkat 6sszefoglalva kimondhatjuk, hogy a forgalomba nem hozott kelmék raktarat adbrazolo graf csak a
kovetkezSk valamelyike lehet: 1a) hatszog, 1b) két kozos szogpont nélkili haromszog, 2) 6tsz0g és egy tovabbi szégpont,

amelybdl nem indul ki él, 3) négyszog és két tovabbi, éllel Osszekotott szogpont. Ezeket az eseteket a 6. dbra mutatja
be.
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6. dbra

Ko6nnyd most mar mind a négy esetben harom tovabbi élt Ggy berajzolni, hogy ennek a harom élnek mind a hat
szogpontja méas-méas szogpont legyen. A 7. abran két ilyen élharmast lathatunk, amelyeknek mindegyike megfelel a
6. 4branak mind a négy grafjanal. Ez azt jelenti, hogy a forgalomba hozott kelmék koziil mindig kétféleképpen is
kivalaszthatunk harmat a feladat kovetelményének megfelel6 modon.

Megjegyzések. 1. Megoldasunkbol a feladat allitasanak Gjabb altalanositasat olvashatjuk ki. Hogy ezt kdnnyebben
megtehessiik, el6bb atfogalmazzuk az eredeti feladatot. Nem szorul magyarazatra, hogy feladatunk allitasa a kovetkezs
kijelentéssel egyenértékid: Fgy tdrsasdgnak hat tagja van. A hat személy mindegyikének legaldbb hdrom ismerdse van a
tdrsasdg tagjai kozott. Le lehet akkor dltetni o tdrsasdg tagjait hdrom asztalhoz gy, hogy mindegyik asztalndl ketten,
éspedig ismerdsok tljenek.

Ha a 7. abra két rajzat egymasra fektetjiik, akkor a 8. dbra hatszogéhez jutunk. Mivel belattuk, hogy taldlhaté
ilyen hatszog, bebizonyitottuk a feladat allitasdnak kovetkez§ altalanositasat: Egy tdrsasdgnak hat tagja van. A hat
személy mindegyikének legaldbb hdrom ismerdse van a tdrsasag tagjai kozott. Le lehet akkor dltetni a tdrsasdg tagjait
eqy kerek asztalhoz ugy, hogy mindenki mindkét oldalrdl ismerds mellett iljon.

7. dbra

8. dbra

Eredményiinket a grafok korén beliil maradva is megszovegezhetjiik. Ha egy graf éleib6l olyan korutat lehet alaki-
tani, amelyik szdgpontokban egyméshoz csatlakozoé élekbdl all, s amelyik minden szogponton athalad, és csak egyszer



halad at, akkor ezt a graf Hamilton-féle kériutjanak nevezziik, magét a grafot pedig Hamilton-félének mondjuk. Ered-
ményiink ezek utan igy szovegezhets: Ha egy grofnak hat szdogpontja van, és ezek mindegyike legalabb harmadrendd,
akkor ez a graf Hamilton-féle. Természetesen csak olyan grafokra gondolunk, amelyekben két szogpontot nem kot Ossze
tobb él.

2. Eredményiinket tovabb altalanosithatjuk. Helyesek maradnak kijelentéseink, ha hat és harom helyett 2n és n
szerepel, és itt n tetszGleges, de 1-nél nagyobb természetes szamot jelol. Ha tehéat grafokrol szolunk, akkor a kovetkezst
allitjuk: Ha egy grdfnak 2n szégpontja van és n > 1, ha tovabbd minden szdgpont legaldbb n-edrendd, akkor a graf
Hamilton-féle.

Ennél tébbet fogunk bizonyitani. Bizonyitjuk, hogy ha egy grafnak legfeljebb 2n szégpontja van ésn > 1, ha tovdbba
minden szogpont legaldbb n-edrendd, akkor a grdif Hamilton-féle. Konnytd belatni, hogy ez a kijelentés csak a 2n — 1
szogpontt grafokra mond ki olyat, ami nem kovetkezik nyomban az el6z6 kijelentésbél. A kimondott tételt Dirac Gdbor
bizonyitotta 1951-ben. Mi itt csekély modositassal az 6 bizonyitasat ismertetjiik.

El6szor azt igazoljuk, hogy ha egy graf kielégiti a tétel kovetelményeit, akkor alakithat6 a graf éleibél olyan kor-
ut, amelyik n-nél tobb élt tartalmaz. Ha korutat mondunk, eleve feltessziik, hogy azt szogpontokban csatlakozo élek
alkotjak, s hogy a korit egy szogponton sem halad at tobbszor. Allitasunk bizonyitasa végett induljunk el valamelyik
élen egy szogpontbdl, és az él végpontjaban lépjiink ra egy masik élre. Ezt megtehetjiik, mert a szogpontok legalabb
mésodrendtek. Folytassuk utunkat egymashoz szogpontokban csatlakozo éleken at haladva mindaddig, amig ezt meg-
tehetjiik anélkiil, hogy mar érintett szogpontba jutnadnk. Utunk P végpontjara igaz akkor az, hogy az innen tovabb
vezet$ élek mindegyikének végpontjat érintettiik mar. E végpontok kdzott van egy, amelyet legkorabban érintettiink.
Ha az ebbe vezet6 élen folytatjuk utunkat, akkor kdrutat tettiink meg. Ez a korat n-nél tobb élbdl all, mert tartalmazza
a P szogpontot és az ebbdl induld legalabb n él végpontjanak mindegyikét.

Tételiinket indirekt iton bizonyitjuk. Feltessziik, hogy a G graf kielégiti tételiink kdvetelményeit, de nincs Hamilton-
féle koratja. Ebbdl a feltevésbdl ellentmondasra fogunk kovetkeztetni.

Vélasszunk ki egy G éleibsl alakitott és lehetd legtobb élt tartalmazé K korutat. E kordt éleinek szamét k-val
jeloljiik. Mar bizonyitottuk, hogy k& > n. Van G-nek olyan szogpontja, amelyet K nem tartalmaz, hiszen feltevésiink
szerint K nem lehet Hamilton-féle korat. Az ilyen szdgpontok szidma n-nél kisebb, mert G-nek legfeljebb 2n, K-nak
pedig k > n miatt n-nél tobb szégpontja van. Ebb6l kdvetkezik, hogy az ilyen szogpontokbol ki kell indulniok a K
koruton végz6ds éleknek, hiszen G minden szogpontja legalabb n-edrendd. Van eszerint a K kordaton olyan A szégpont,
amelyikbdl kiindul nem a K kordton végzods él is.

Induljunk el az A szogpontbol egy ilyen élen, és szogpontokban csatlakozd éleken at tovabb haladva menjiink
el mindaddig, amig ezt megtehetjiik anélkiil, hogy a K koritra lépnénk, vagy utunk soran mar érintett szogpontba
jutnank. Utunk végpontjat B-vel, az AB 1t éleinek szamét [-lel jeloljiik. Ez az A-bol kiindulé at | darab, a K koruthoz
nem tartozoé szogponthoz vezetett el. Ebbol k 4 [ < 2n kovetkezik, hiszen G-nek legfeljebb 2n szogpontja van. A k > n
egyenl6tlenség figyelembevételével ilyen médon [ < n helyességét is belattuk.

Vizsgaljuk most, hogy B-bdl hova vezetnek élek. Csak a K korut és az AB ut szogpontjaihoz vezethetnek, mert
kiilonben az AB utat tovabb folytathattuk volna. Az AB 1t szogpontjaiba csak legfeljebb [ él indulhat, ezért K-nak
A-t0l kiilonb6z6 szogpontjaiba B-bél legalabb n — [ él indul, hiszen B legaldbb n-edrendq.

Ha a BC él C végpontja K-nak A-tol kiilonb6zd szogpontja, akkor a K kortton nem vezethet el A-bol C-be
(I + 1)-nél kevesebb él. Ez abbol kovetkezik, hogy az ellenkezs esetben a K korutat az ABC' keriil6vel bévithetndk, és
igy egy k-nal tobb éld korathoz jutnank, ami ellentmond K megvélasztasanak.

Belattuk ilyen médon, hogy a B szogpontbol legalabb n —1 él indul annak a D D5 ivnek a szogpontjaihoz, amelyet
ugy kapunk meg K-bol, hogy az A szogpontbdl kiindulva mindkét iranyban [ + 1 csatlakoz6 élt elhagyunk (lasd 9.
abra).

9. dbra

Minthogy n —1 pozitiv, valéban kell, hogy az elhagyas utdn még maradjon egy D; D5 iv, de az is lehetséges, hogy ez
az iv mar csak az egyetlen D1 = Do szogpontbol all. A Dy Dy iv éleinek szama az iv szarmaztatasa folytan k—2(1+1).

A D1Dy iv két szomszédos szogpontjaba nem érkezhetnek élek B-bél, mert akkor a K korutat a B szogponton at
vezets keriilovel k+ 1 éld korattd bévithetndk, pedig k-nal tobbeéli korat nincs. A B szogpontbol a Dy Do ivhez induld,
legalabb n — [ él végpontjai kozott az ivnek legalabb n — [ — 1 szakasza helyezkedik el, és belattuk, hogy ezeknek a
szakaszoknak mindegyike legalabb két élbdl all. Igazoltuk igy, hogy a Dy Dy iv éleinek szama legalabb 2 (n — [ — 1).



A D1 Dy iv élszaméara vonatkozo eredményeinket egybevetve
E=2(1+1)>2(n—-1-1),

azaz k > 2n adédik. K azonban csak akkor tartalmazhatja G-nek legaldbb 2n szdgpontjat, ha G-nek 2n szogpontja
van, hiszen tobb szogpontja nem lehet, s ha a K korut G valamennyi szégpontjat tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy K
Hamilton-féle koruat, pedig feltettiik, hogy G-nek nincs Hamilton-féle koritja. Ez az ellentmondés tételiink helyességét
bizonyitja.

Megemlitjiik még, hogy a most bizonyitott tételt igy is szdvegezhetjiik: Ha egy grifnak legalabb hdarom szdgpontja
van, €s egy szogpont rendszama sem kisebb a szégpontszam felénél, akkor a graf Hamilton-féle.



