Az ABCA sikjanak P pontjaban a sikra merdleges egyenest allitunk, és ezen az egyenesen egy D pontot vesziink
fel. Vizsgaljuk, mitdl fiigg az, hogy D megvalaszthato-e a feladat kivanalmanak megfelelGen, ugy tehat, hogy az ABD,
BCD, CAD haromszogek mindegyike hegyesszogd legyen.

ElGszor e haromszogeknek az ABCA oldalain nyugvo szogeit tekintjiik, és koziiliik pl. a BAD<-et vizsgaljuk. E
szOg akkor és csak akkor hegyes, ha D az A-ban AB-re merélegesen emelt siknak ugyanazon az oldalan van, mint a B
pont. Ez a kikotés a P-ben emelt mer6legesnek vagy minden pontjara teljesiil, vagy egyikre sem, hiszen ez az egyenes
parhuzamos a mondott sikkal. Igy tehat csak P megvalasztasatol fiigg az, hogy a most vizsgalt hat szog hegyes-e. Ez
akkor és csak akkor kiévetkezik be a P-ben emelt mer6leges minden D pontjara, ha magéara P-re is teljesiil, ha tehat a

BAP<, ABP<«, CBP<, BCP<«, ACP<«, CAP<

mindegyike hegyes szog.

Most az ABD, BCD, CAD haromszogek D csicsu szogeit vizsgaljuk. Tudjuk, hogy a sikban egy pontbdl egy
szakasz akkor lathat6 hegyes szdgben, ha a pont a szakasz Thales-korén kiviil van. A harom vizsgalt szog tehat akkor
hegyes szog, ha D messzebb van az ABCA harom oldalanak felez&pontjatol, mint e harom oldal hosszanak fele. Ilyen
D pont mindig van a P-ben emelt meréleges egyenesen, barhogyan valasztjuk is meg a P pontot, hiszen elég pl. azt
megkovetelni, hogy D messzebb legyen az ABC' siktol, mint az ABCA oldalai leghosszabbikanak a fele.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a feladat kérdésére feleliink, ha azoknak a P pontoknak a mértani helyét
allapitjuk meg, amelyekre a fentebb felsorolt hat szdg mindegyike hegyes.

A BAP< és ABP< mindegyike akkor és csak akkor hegyes, ha P annak a siksavnak belsejében van, amelyet az
A, B pontokban AB-re emelt merélegesek hatarolnak. Ez abboél kovetkezik, hogy pl. a BAP< akkor hegyes, ha P az
A-ban emelt merdlegesnek ugyanazon az oldalan van, mint a B pont. A keresett mértani hely ezek szerint harom siksav
belsejének kozos részeként adodik, s e siksdvokat az ABCA oldalaira végpontjaikban emelt merélegesek hataroljak.

Ha hegyesszogti ABCA-b6l indulunk ki, akkor a harom sav kozos részeként hatszog adodik (lasd 1. abra), s a
keresett mértani hely e hatszog belseje.
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Megjegyzések. 1. Ha az ABC'A nem hegyesszogt, akkor a szerepeltetett siksdvok kozos része nem hatszog, hanem
parallelogramma, és e parallelogramma belseje adja a vizsgalt mértani helyet. A 2. dbra derékszogi és tompaszogi
haromszog esetében mutatja be ezt a mértani helyet.

2. dbra

2. Hegyesszogt haromszog esetében akkor is belathatjuk, hogy mértani helyként valéban hatszog adodik, ha az
abra szemléletére nem tamaszkodunk.

Evégbdl elGszor azt allapitjuk meg, hogy a szerepld siksavok mindegyike szimmetrikus a haromszog koré irt kor
O kozéppontjara vonatkozoélag, hiszen ez a pont a savok kdzépvonalain, az oldalak felezé merdlegesein helyezkedik el.
Ebbél kovetkezik, hogy a harom sav kozos része is szimmetrikus ugyanerre a pontra vonatkozolag.



A BC és CA szélességii savok kozos része egy C csucsu parallelogramma, hiszen ez a két sav nem parhuzamos
egymassal. Minthogy az ABCA hegyesszogl, C' a harmadik, AB szélességii sav belsejében van, és ezért C' a harom
sav kozos részének is csicsa. Hasonlo indokolassal ugyanezt az A és B pontokroél is elmondhatjuk.

Az O-ra vonatkozo centrélis szimmetriabol kovetkezik tehat, hogy az A, B, C' pontoknak O-ra vonatkozo6 tiikdrképei,
az A1, B1, C1 pontok, ugyancsak szerepelnek a kozos rész cstucsai kozott. Az A, B, C, Ay, By, C; pontok mind
kiilonboz6k, mert O nem azonos az ABCA oldalai egyikének felez6pontjaval, valamint egyik csicsaval sem. T6bb
csucsa a kozos részként adodo sokszognek nem lehet, mert a harom savnak egyiittesen hat hataregyenese van, és ezért
a kozos résznek hatnal t6bb oldala nem lehet. A k6zos rész ezek szerint valoban hatszog.

3. Az Ay, B, C; pontokhoz nemcsak tugy juthatunk el, hogy az A, B, C pontokat az O pontra vonatkozolag
tiikrozziik, hanem ugy is, hogy az ABCA M magassagpontjat tiikrozziik az oldalak felez6pontjaira vonatkozolag. (3.
abra)

C1 3. dbra

Ez abbol kovetkezik, hogy ha M jeloli a C; pontnak az AB oldal felez6pontjara vonatkozo tiikorképét, akkor
AC1BM parallelogramma. Ezért AM és BM is merGlegesek a BC, ill. AC oldalakra, M tehat két magassagvonal
metszéspontja, azaz a magassagponttal azonos.

A most belatott ténybdl kovetkezik, hogy hatszogiink teriilete az ABCA teriiletének kétszerese, hiszen e harom-
szOgon tulnyulo részei egybevagok az AM B, BMC, C M A haromszogekkel, és ezek egyiittesen az ABC A-et alkotjak.

4. A feladat megoldasa modot nyujt 4 olyan pont meghatarozaséara, amelyek koziil akiarhogyan valasztunk is ki
harmat, mindig egy hegyesszogi haromszog harom csicsahoz jutunk. Megemlitjiik, hogy senkinek sem sikeriilt eddig
feleletet adni arra a kérdésre, vajon 4 helyett legfeljebb hany ilyen tulajdonsagi pontot lehet megadni.



