I. megoldas. Legyen 2n? = kd, ahol a feltevés értelmében k pozitiv egész szam. Ha n? + d négyzetszam, akkor
valamely z egész szamra
2 2 5, 2n°
r*=n"+d=n"+ =
s ebbdl kovetkezbleg
k*x? = n?(k* + 2k).

Ez azonban lehetetlen, mert a baloldal teljes négyzet, a jobboldal els§ tényezGje is; viszont a mésodik tényez& nem
teljes négyzet, hiszen
k2 < k? + 2k < (k+1)°,

azaz két szomszédos négyzetszam fogja kozre.

Megjegyzések: 1. Amikor megallapitottuk, hogy k pozitiv, arra épitettiink, hogy a feladat csak természetes szamok-
rol szol. A feladat szovegezése kifogasolhato, mert kifejezetten nem mondja, hogy az allitas csak pozitiv d osztokra
vonatkozik. Ilyen megszoritas nélkiil nem is helyes a feladat allitasa, mert d = —n? osztoja 2n-nek, s ekkor n® +d = 0,
ami 0-nak négyzete. Minden mas negativ osztora teljesiil a feladat allitasa. Ez belathat6, ha megtartjuk a megoldas
jeloléseit, de most feltételezziik, hagy k negativ egész szam. Ha k = —1, akkor k? + 2k = —1 nem négyzetszam; ha
k = =2, lattuk, hogy az allitas nem teljesiil. Ha viszont & < —2, akkor

(k+2?2<(k+2)%+2(-k—2) = k> + 2k < (k+1)°,

s ezért k? 4 2k ismét nem lehet négyzetszam.

2. A megoldasban hivatkoztunk arra a tényre, hogy ha a, b, ¢ természetes szamok, és a® = b?c, akkor ¢ sziikségkép-
pen négyzetszam. Ez kovetkezik abbol, hogy a természetes szamok egyféleképen bonthatok fel torzsszamok szorzatara.
Emiatt a? és b® felbontasaban minden torzstényezé paros kitevével szerepel, mert a négyzetreemelés ilyen torzsfelbon-
tashoz vezet. Igy tehat, az a® : b? osztés elvegzésével, c-nek olyan felbontasat kapjuk, melyben minden torzstényezd
péaros kitevgvel szerepel. Ezért ¢ négyzetszam.

II. megoldas. Legyen ujbol 2n? = kd. Ha a feladat allitasa hamis, akkor valamely = egész szamra

k+27n2—|—dia:2

k n2 n?’

A baloldali tort szamlalojanak s nevezGjének kiilonbsége 2, s e kiilonbség a tort egyszertsitése utan csak csokkenhet.
2

A jobboldali tort egyszeriisitésével p_2 alaki torthoz jutunk, ahol p és ¢ természetes szamok, s ezek nem lehetnek
q

egyenlSk mert n? 4 d # n?. Ez utobbi tort szamlalojanak és nevezéjének kiilonbsége viszont legalabb 3, mert felirhato
p és q Osszegének és kiilonbségének szorzataként, két egymastoél kiilonbozd természetes szam Osszege pedig legalabb 3,
kiilonbségiik meg legaldbb 1. A fenti egyenlGség tehat nem teljesiilhet.

Megjegyzés: Amikor megallapitottuk, hogy p és ¢ nemcsak egész szamok, hanem pozitiv egész szamok, akkor
kirekesztettiik a targyalasbol azt a lehet&séget, hogy az egyenl&ségiinkben szerepld tortek értéke 0. Bizonyitasunk
tehat k = —2 kivételével k minden egész értékére helytallo (6sszhangban korabbi megjegyzéstinkkel).

III. megoldas. Ha a feladat allitdsa hamis, akkor van egy legkisebb olyan n természeten szdm, amelyhez talalhato
az allitast cafold d szam. Kimutatjuk, hogy ennek az n-nek és d-nek nem lehet kozos p torzstényezdje: Ellenkez esetben
ugyanis p osztdja (n2 + d)-nek; és mivel ez négyzetszam, p? is osztoja (n2 + d)-nek; akkor p? osztoja d-nek is, mert
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n?-nek osztoja; tehat az n-nél kisebb — szamra és négyzete kétszeresének — osztojara
p p

(n)2 L4 _n+d
P p? p?
négyzetszam, ami ellentmond n megvalasztasanak.
Igy tehat csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor d és n relativ prim. Ez esetben d csak gy lehet 2n2-nek
osztoja, ha 2-nek is osztoja. Ezért d értéke csak 1 vagy 2 lehet. Viszont sem n? + 1, sem n? 4 2 nem lehet négyzetszam,

hiszen az n?-re kovetkezs els6 négyzetszam (2n+1)-gyel nagyobb, ami 2-nél tobb. Lehetetlen tehéat az, hagy feladatunk
allitdsa hamis legyen.

Megjegyzések: 1. Ha ennél a megoldasnal is kiterjesztjiik figyelmiinket a negativ osztokra, akkor n? — 1 és n? — 2 is
vizsgalandé. Konnyd megallapitani, hogy koziilitk csak n? — 1, s csak akkor lehet négyzetszam, ha értéke 0. Ez megfelel
korabbi megjegyzéseinknek.

2. Felvetjiik a kérdést, hogy vajon igaz marad-e a feladat &llitasa, ha abban 2n? helyett n?-nek mas tobbszorose
szerepel. Utols6 megoldasunkbol latjuk, hogy 2n? azért felel meg, mert sem 2, sem annak osztéja nem irhaté fel
két természetes szam négyzetének kiilonbségeként. Van-e mas ilyen tulajdonsagi N természetes szam? Minthogy



2k +1 = (k+1)% — k2, azért N-nek nem lehet pératlan torzstényezdje, N csak 2-nek hatvanya lehet. Mivel pedig
8 = 32 — 12, azért N nem lehet 2-nek sem kobe, sem magasabb hatvanya. Tehat N csak 1, 2 vagy 4 lehet. Ezek a
szamok meg is felelnek: 1-r6l és 2-r6l mar belattuk; 4 is megfelel, ugyanis n? 4+ 4 sem lehet négyzetszam, mert n? és
(n+ 2)2 kozrefogja, viszont (n + 1)2 és n? + 4 sohasem egyenld, hiszen kiilonbségiik paratlan. Ezzel tehat a feladat
allitasan tulmenden igazoltuk, hogy ha n természetes szim, és d osztdja 4n*-nek, akkor n® + d nem négyzetszim.



