I. megoldas: Az els§ 3n egész szamot harom csoportba osztjuk:

A) 1,2,...,n;

B) n+1, n+2,...,2n;

C) 2n+1,2n+2,...,3n.

Minthogy n + 2 szdmot valasztunk ki, ezeket mind nem valaszthatjuk egyetlen csoportbol.

Ha a szamokat csak az A és B, vagy pedig csak a B és C' csoportokbol valasztjuk, akkor a kivalasztott szamok
legkisebbikének és legnagyobbikanak kiilonbsége n-nél nagyobb, hiszen kozottiik van a tobbi n kivilasztott szam,
viszont 2n-nél kisebb, hiszen a csoportok legszélsé elemeinek kiilonbsége is csak 2n — 1.

Ha a szamokat az A és C csoportbdl valasztjuk, akkor az A csoportbol kivalasztott legnagyobb s a C' csoportboél
kivalasztott legkisebb szamnak kiilonbsége n-nél nagyobb, hiszen e két csoport legkozelebbi elemeinek kiilonbsége is
n + 1. Ugyanannak a két kivalasztott szamnak a kiilonbsége azonban 2n-nél kisebb is, mert kozottiik csak ki nem
valasztott szamok vannak, s valamennyi ki nem vélasztottnak szama is csak 3n — (n + 2) = 2n — 2.

Foglalkozzunk végiil avval az esettel, amikor mindh&rom csoportbél vilasztjuk a szamokat. Legyenek a, b, ¢ rendre
az A, B, C csoportba tartozé kivalasztott szamok. Feltehetjiik, hogy a b — a és ¢ — b kiilonbségeknek nem mindegyike
n, hiszen ellenkez§ esetben az a, b, ¢ szamok valamelyike helyett egy ugyanabba a csoportba tartozé masik kivalasztott
szamot tekinthetnénk. Ez lehetséges, mert n > 1 feltevés mellett n+ 2 > 3, tehat valamelyik csoportbol tobb szamnak
kell szerepelnie a kivalasztottak kozott.

Nem kell foglalkoznunk avval az esettel sem, amidén a b — a és ¢ — b kiilénbségeknek valamelyike n-nél nagyobb,
hiszen e kiilonbségek 2n-nél kisebbek, minthogy az A és B, valamint a B és C csoportok legtavolabbi elemeinek
kiilonbsége is csak 2n — 1.

Igy csak annak az esetnek vizsgalata marad hatra, amidén a b — a és ¢ — b kiilonbségeknek egyike sem nagyobb
n-nél, de legalabb az egyike kisebb. Ebben az esetben azonban ¢ — a, mint e kiilonbségeknek 6sszege, 2n-nél kisebb, s
mésrészt eleve n-nél nagyobb, hiszen a B csoportnak mind az n eleme a és ¢ kozott van.

Olyan utasitast adtunk tehat, amely minden esetben elvezet egy kivant tulajdonsaga szadmparhoz.

II. megoldas: Két kivalasztott szamot szomszédosnak mondunk, ha a kozottiik lévs szdmoknak egyike sem szerepel
a kivalasztottak kozott. Két szomszédos kivalasztott szaAmnak kiilonbsége nem lehet 2n vagy még tobb, mert szomszédos
kivalasztott szamok kozott ki nem valasztott szamok vannak, és csak 3n — (n 4+ 2) = 2n — 2 ki nem vélasztott szam
van. Ha a kivalasztott szdmok koziil két szomszédosnak kiilonbsége 2n-nél kisebb, de n-nél nagyobb, akkor e két szam
a feladat kivanalmat kielégiti. Igy tehat csak azzal az esettel kell foglalkoznunk, amikor a kivalasztott szamok koziil
barmely két szomszédosnak kiilonbsége legfeljebb n.

Legyen a a kivélasztott szamok legkisebbike. Ha szerepel a kivalasztott szamok kozott olyan, amelyik (a + n)-nél
nagyobb s (a + 2n)-nél kisebb, akkor a és ez a szam kielégiti a feladat kivanalmat. Ha viszont a mondott szamoknak
egyike sem szerepel a kivalasztottak kozott, akkor a + n és a + 2n sziikségképpen szerepel kozottiik, mert kiillonben
a mondott szamokat kozrefogd két szomszédos kivalasztott szamnak kiilonbsége feltevésiinkkel ellentétben n-nél na-
gyobb volna. Bizonyos, hogy van két ilyen kdzrefogd szomszédos szam, hiszen maga a a mondott szamoknal kisebb, s
nagyobbnak is kell lennie a kivalasztott szdmok kozott, minthogy a-t6l kezdve (a + n)-ig bezarolag Gsszesen csak n + 1
szam van.

Ha viszont a, a + n és a + 2n szerepel a kivalasztott szamok kozott, akkor barmely negyedik szam e harom
valamelyikével egyiitt megfelel a feladat kivanalmanak. Hiszen a-nal kisebb szam nincs a kivalasztottak kozott, az
a-nél nagyobb és (a + n)-nél kisebb szamoknak (a + 2n)-nel alkotott kiilonbségiik, az (a + n)-nél nagyobb és (a + 2n)-
nél kisebb szamoknak a-val alkotott kiilonbségiik, az (a + 2n)-nél nagyobb és 3n-nél nem nagyobb szamoknak pedig
(a + n)-nel alkotott kiilonbségiik n-nél nagyobb s egyben 2n-nél kisebb. Minthogy pedig n > 1 esetben n + 2 > 3,
talalhato a felsorolt haromtol kiilonboz6 negyedik kivalasztott szam. Igy tehat minden esetben eljutottunk a feladat
kivanalmat kielégit6é szampéarhoz.

III. megoldas: Ha a kivéalasztott szamok kozott 3n nem szerepel, akkor mindegyik kivalasztott szdmot megnovel-
hetjiik ugyanannyival agy, hogy 3n legyen a kapott szamok legnagyobbika. Minthogy e ndvelés a szamok kiilonbségeit
nem valtoztatja meg, elegends avval az esettel foglalkoznunk, midén 3n szerepel a kivalasztott szamok kozott. E
feltevés mellett a kovetkezSképpen okoskodunk:

Haazn+1,n+2,...,2n—1 szamok egyike szerepel a kivalasztottak kozott, tgy ennek és 3n-nek kiilonbsége n-nél
nagyobb, de 2n-nél kisebb.

Ha viszont a mondott szdmok egyike sem szerepel, akkor az

1,2n;2,2n+1;3,2n+2;...;n,3n — 1

szamparok elemei koziil kell tovabbi n 4 1 darabot kivalasztanunk. E kivalasztas csak agy lehetséges, hogy valamelyik
szamparnak mindkét elemét kivalasztjuk, hiszen G6sszesen csak n szdmpar van. Igy tehat van a kivalasztott szamok
kozott kettd, melyeknek kiilonbsége 2n — 1, vagyis 2n-nél kisebb s egyben n-nél nagyobb, hiszen n > 1 feltevés mellett
n < 2n—1.

IV. megoldas: Helyezziik el az els6 3n természetes szdmot egy kor keriiletén névekvs rendben s egyenls kozokben.
Az oralap szemlélteti ezt az elhelyezést az n = 4 esetben.



Két szam akkor elégiti ki a feladat kivanalméat, ha a kisebbikt6l névekvs szamok iranyaban haladé, s a nagyobbikhoz
vezetd korivnek hossza harmadkornél nagyobb s a kor kétharmadanal kisebb. Ez a megkotés azonban egy korivre s
az azt teljes korré kiegészité korivre csak egyszerre teljesiilhet, és ha két egymast teljes korré kiegészité korivnek
mindegyike nagyobb a harmadkérnél, akkor mar eleve kisebbek a kor kétharmadanal. Igy tehat két szam akkor elégiti
ki a feladat kivanalméat, ha a két szamot 6sszekdté mindkét koriv nagyobb a harmadkornél.

Meggondolasaink alapjin a feladatnak a kovetkezs aj alakot adhatjuk: Egy kér keriletén egyenld kézokkel 3n pont
helyezkedik el, s ezek kézil kivalasztunk n+2 darabot. Bizonyitandd, hogy mindig van a kivdlasztott pontok kozott kettd,
melyeket két, a harmadkornél nagyobb koriv két dssze.

Vizsgaljuk, hogyan lehet a 3n pont koziil egyeseket kivalasztani anélkiil, hogy volna kozottiik ketts, melyeket két,
a harmadkoérnél hosszabb koriv kot ossze. Ez a tilalom akként is szovegezhetd, hogy a kivalasztott pontokkal szemben
elhelyezked harmadkorivek belsejébsl nem szabad pontot kivalasztanunk.

Nevezziik szabad korivnek az olyat, amelyet kivalasztott pontok hatarolnak, s amelyiknek belsejében nincs kiva-
lasztott pont. A tilalom el6bbi megfogalmazasa szerint kell lennie legalabb harmadkor-hosszusagu szabad korivnek.
Viszont ugyancsak a tilalom szerint nem szabad harmadkornél hosszabb s a kor kétharmadanal rovidebb szabad kor-
ivnek lennie, hiszen egy ilyennek végpontjai athagjak a tilalmat. Megengedett kivalasztasoknal tehat csak a kovetkezd
két eset lehetséges: a szabad korivek maximuma vagy éppen harmadkoériv, vagy pedig a kor két harmadat is eléri.

Ha a legnagyobb szabad koriv harmadkor, akkor csak 3 kivalasztott pont szerepelhet (6. abra).

6. dbra

Ilyenkor ugyanis bizonyosan van egy szabad harmadkoriv. Ennek végpontjai, mint kivalasztott pontok, a kiegészits
kétharmadiv belsé pontjainak kivalasztasat is tiltjak, egyediil e kétharmadiv kdzéppontjanak kivalasztasat nem. Ennek
a kozéppontnak kell is szerepelnie a kivalasztott pontok kozoétt, mert kiilonben nem harmadkor volna a szabad korivek
legnagyobbika.

Ha viszont a legnagyobb szabad koriv a kornek kétharmada, vagy még nagyobb, akkor a kivalasztott pontok egy
harmadkoron helyezkednek el, ennek végpontjait is beleértve. Minthogy egy harmadkdriven végpontjaival egyiitt n+ 1
pont van, ilyenkor legfeljebb csak n+ 1 kivalasztott pont szerepelhet. Akar mind e pontokat kivalaszthatjuk, a tilalmat
akkor sem hagjuk at.

Mivel n + 2 nagyobb (n + 1)-nél és n > 1 feltevés mellett 3-nal is, azért n + 2 pontot nem lehet a tilalom athagéasa
nélkiil kivalasztani.

Megjegyzés: Konnyt el6z6 megoldasainkat is atfogalmazni kéron elhelyezkeds szamokra. Ezaltal azoknak tartalma
is szemléletesebbé valik. Ezt azonban az olvaséra hagyjuk.

Megoldasunk a feladat allitasan tilmenden a kovetkezs eredményhez is elvezet: Minden megengedett kivalasztasnal:
1) vagy harom a, a+n, a+2n alaka szam szerepel, 2) vagy n+1 egymast kovets szam szerepel, 3) vagy egyiittesen n+ 1
olyan szam szerepel, amelyeknek egyik csoportja 1-hez csatlakozé s egymast kévets, masik csoportja 3n-hez csatlakozé s
egymast kovets szamokat tartalmaz, 4) vagy pedig csak egyesek szerepelnek az el6z6 két eset valamelyikében megadott
szamok koziil.

V. megoldas: A feladatnak n = 60 esetben a kovetkezs tréfas fogalmazést adhatjuk: Egy konyvtart déli 12-
kor nyitnak és délutan 3 érakor becsuknak. A konyvtarba csak pontosan kerek percidékkor lehet belépni: els6 izben
pontosan 12-kor, utéljara 2 éra 59 perckor. Egyszerre csak egy ember léphet a konyvtarba. Aki a konyvtarba lép,
belépése utdn pontosan egy oraval elalszik s pontosan egy orat alszik, hacsak a konyvtar zarasa ebben meg nem
akadalyozza. Senkit alvas kdzben a konyvtarba lépéssel zavarni nem szabad. Bizonyitandd, hogy ilyen kiilénos elSirasok
mellett egy napon nem jarhat 62 ember a konyvtarban.

Felesleges volna részletezni, hogy ez valéban a feladat atirasa.

Ha a konyvtar kapusa az els6 latogato érkezésekor a konyvtar érajat déli 12-re allitja vissza, akkor nyilvan csak
azt teszi lehet6vé, hogy esetleg még tobben latogathassak aznap a konyvtart. Feltehetjiik tehat, hogy az els6 latogatod
pontosan 12-kor érkezik. A kovetkez6kben hirom esetet kiilonboztetiink meg.

Elgszor avval az esettel foglalkozunk, hogy pontosan 1 érakor és pontosan 2 oérakor is érkezik egy-egy latogato.
Ekkor bizonyos, hogy tobben nem is jarnak a kényvtarban. Hiszen 12 és 1 kozott nem érkezhetik senki sem, mert az
2-kor biztosan aludna, s igy almat megzavarnak. Viszont 1 és 2, valamint 2 és 3 kozott azért nem johet be senki sem,
mert akkor alszik a 12-kor érkezd, ill. az 1-kor érkez§ latogatd. Ebben az esetben tehat 3 latogatd van.



Masodszor feltessziik, hogy pontosan 1 6rakor érkezik latogatd, de 2-kor nem. Ekkor bizonyos, hogy 1 éra utan
senki sem érkezik. Ugyanis 1 és 2 kozott a 12-kor érkezs, viszont 2 és 3 kozott az 1-kor érkezd latogatd alszik. Ebben
az esetben tehat minden latogaté 12-t6l kezdve 1 6rdig bezardlag érkezik, s igy legfeljebb 61 latogatd van.

Végiil harmadszor feltessziik hogy pontosan 1 6rakor nem érkezik latogaté. Szemeljiik ki ekkor azt a latogatot,
aki utoljara érkezett 1 ora el6tt (lehet, hogy az elss latogatot kell igy kiszemelniink). A kiszemelt latogatd érkezésétsl
szamitott kétoras id6kodzon belil Gjabb latogato nem érkezhet, hiszen ez csak elalvasa el6tt volna lehetséges, viszont sem
érkezésétdl 1 oraig, sem 1 orakor nem érkezik senki sem, és 1 6ratol a kiszemelt latogato elalvasaig terjeds idében (ha
ugyan nem az els6 latogatot magat szemeltiik ki), mar alszik az els6 latogatd. Ezek szerint a mondott két oras idskozon
beliil 119 belépési lehet&ség kihasznalatlanul kell, hogy maradjon, a latogatok a megengedett 180 lehet&ségbdl csak
a tobbit hasznalhattdk ki. Ebben az esetben tehat ugyancsak legfeljebb 61 latogatoé van. Egybevetve megallapitjuk,
hogy mindenképpen csak legfeljebb 61 ember jarhat egy napon a kényvtarban. Nyilvan helyes marad okoskodasunk
akkor is, ha az ¢rat nem 60, hanem n percre osztjuk fel. Egyediil az lényeges, hogy a 61 helyébe 1ép& n + 1 ne legyen
3-néal kisebb, vagyis hogy az n > 1 feltétel teljesiiljon.



