I. megoldas: Két félsik elhelyezése utan az 5. dbraban feltiintetett 4 helyzet &allhat el6, ahol a hataregyenes
sraffozott oldala jelenti a félsikot.
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5. dbra

A (0) helyzetben a két hataregyenes parhuzamos és az egyik félsik a masik félsikot teljesen elfedi, tehat ez utobbi
maris felesleges. Ezzel a helyzettel mar nem kell foglalkoznunk.

Tehat csak az (1), (2) és (3) eseteket kell a tovabbiakban figyelembe venni, mikor egy ék, egy siksav, illetsleg egy
egyenes (a két félsik k6z6s hataregyenese) marad fedetleniil.

A harmadik félsik hozzaillesztésével (1)-bdl elGallhat az I/a, I/b és I/c helyzet, (2)-b6l a II. helyzet és (3)-bol a III.
helyzet (6. abra).

6. dbra

Az I/c eset (amidén a 3 hataregyenes egy pontban metszi egymast és igy csak az egyetlen pont marad feladatunk
értelmében fedetlen) az egyik félsiknak egy tetszésszerinti kis elhtizasaval mindig visszavezethets az I/a esetre. Ugyanigy
a III. helyzet is visszavezethet6 a II. helyzetre a kozos hataregyenessel bird két félsiknak egy tetszésszerinti kicsiny
széthuzasaval. A negyedik félsik elhelyezésénél tehat mar csak az I/a, I/b és I1. esetekkel kell foglalkoznunk.

A fedetlen részeket teljesen lefedd negyedik félsik hataregyenese vagy parhuzamos az elsé 3 sik valamelyikének
hataregyenesével vagy nem.

Ha parhuzamos, akkor az a félsik, melynek hataregyenesével parhuzamos, a 4. félsikkal egyiitt maris lefedi a teljes
sikot.

Ha nem parhuzamos, akkor van az els6 3 félsik altal fedetleniil hagyott résznek egy szogpontja, mely a negyedik félsik
hataregyeneséhez a legkdzelebb fekszik. Ez esetben a 4. félsik azzal a két félsikkal egyiitt, melyeknek hataregyenesei a
legkozelebb fekvd szogpontban metszik egymast, nyilvan teljesen lefedi a sikot (7. dbra).

7. dbra

II. megoldas: Ha tételiink nem volna igaz, akkor a négy lefedd félsik koziil rendre egy-egy félsikot elhagyva
fedetleniil marad minden egyes alkalommal legalabb egy-egy pont, ami azt jelenti, hogy van a sikban négy olyan pont:
Py, Py, P3, Py melyek mindegyike csak egyetlenegy félsikkal van lefedve és ugyanakkor mindegyik félsik e 4 pont koziil
egy és csakis egy pontot fed le. Be fogjuk bizonyitani, hogy ilyen négy pont nem létezik.

Segédtétel: E négy pont koziil harom nem lehet egy egyenesen, mert az esetben a kozépsé pont nem fedhetd le egy
felsikkal ugy, hogy ugyanakkor a két szélsé pont valamelyike ne keriiljon lefedésbe.

Marad tehat a 4 pont elhelyezésére a kovetkezd két eset:

a) Egy pont a masik harom pont alkotta haromszogon belil van.

b) A négy pont egy konvex négyszoget alkot.

Az a) esetben jeloljiik Py-gyel a belsd pontot és messe a P3Py egyenes a szemben fekvs Py P> oldalt M-ben (8.
abra).
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8. dbra

Segédtételiink értelmében a Py-et lefedd félsiknak le kell fednie vagy a Ps, vagy az M pontot is. Ugyancsak segéd-
tételiinkbél kovetkezik, hogy minden M-et lefeds félsik Py és P, pontok valamelyikét lefedi. Igy minden Pj-et lefeds
felsik sziikségképpen lefed még legalabb egy pontot Py, P> és Ps koziil.

b) esetben huzzuk meg a két atlot, ezek metszéspontja legyen M (9. dbra).
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9. dbra

Segédtételiink értelmében minden M-et lefed§ félsik fedi a Py Ps atlo egyik végpontjat, és ugyanakkor a P, Py 4tlo
egyik végpontjat is. Tehat minden M-et lefeds félsik legaldbb két P pontot fed le.
Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

III. megoldas: Ha a 4 lefed6 félsikot két parban tekintjiik, akkor feltehetjiik, hogy egy-egy par az I. megoldasban
kozolt (1) és (2) eset egyikét képviseli, mivel a (3) eset a (2)-re vezethets vissza.

Ha a két par egyike a (2) esethez tartozik, akkor — tekintve, hogy a két félsikpar egytitt lefedi az egész sikot — az
egyik par altal le nem fedett tartomany teljesen a siksav egyik oldalan van és igy a siksav masik oldalat alkoto6 félsik
elhagyhato (lasd I. megoldas, 7. abra).

Hétra van még az (1) — (1) eset, vagyis amikor mindkét félsikpar éket alkot. Itt ismét fennall az, hogy ha két
hataregyenes (sz0gszar) parhuzamos, akkor e két hataregyéneshez tartozo két félsik vagy lefedi a teljes sikot, vagy pedig
e két félsik koziil az egyik felesleges. Ha nincs parhuzamos hataregyenes, akkor az egyik ék két félsikjanak elhtizasaval
(oly modon, hogy a mozgo félsikok hataregyenesei mindig parhuzamosak maradnak az eredeti hatéregyenesekkel)
mindig elérhetd az a helyzet, mikor a mozgo6 ék csticspontja beleiitk6zik a nyugvo ék egyik szaraba (10/a abra), vagy
forditva a mozgo6 ek egyik szara iitkozik be a nyugvo ék cstucspontjaba (10/b abra).

Mindkét esetben e csucsponton dtmend 3 hataregyeneshez tartoz6 3 félsik mar lefedi a teljes sikot, annal inkédbb
all fenn a lefedés a félsikok visszatolasa utan. (Igy bizonyitotta be a tételt a 2. dijnyertes, Kalman Lajos.)

IV. megoldas: Ha egy egyenes véges szamu félegyenessel teljesen le van fedve, akkor a félegyenesek két csoportba
oszthatok aszerint, ahogy e félegyenesek a pozitiv, illet6leg negativ irdnyban fedik le az egyenest a végtelenig. Mindegyik
csoportba legalabb egy félegyenes tartozik, mert véges szamua egyirdnyu félegyenessel nem lehet egy egyenest teljesen
lefedni. Ha az egyenest teljesen lefedd véges szami, pozitiv iranyu és negativ iranyu félegyenesek koziil kivalasztjuk azt
az egy-egy félegyenest, mely az Gsszes tObbi, vele egyiranyu, félegyenest lefedi, akkor e 2 ellenkezs iranyu félegyenes
mar lefedi az egész egyenest. Tehat feladatunkban barmely félsik hatéregyenesét mindig 2 masik félsik mar lefedi.

Most 3 esetet kell megkiilonboztetni.

Ha a két lefeds félsik hataregyenesei parhuzamosak egymaéssal, akkor e két félsik mér lefedi az egész sikot.

Ha a két lefedd félsik hataregyeneseinek metszéspontja az elsé sik altal lefedett tartoményba esik, akkor ez a 3
félsik teljesen lefedi az egész sikot (11/a abra).
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11. dbra

Végiil, ha fenti metszéspont az elsé félsik altal le nem fedett részbe esik, akkor az elsé félsik elhagyhaté (11/b abra).

Megjegyzés: Ismeretes a koordinata geometriabol, hogy az + by + ¢ = 0 egy egyenes egyenlete. Minden x1, 1
szampdarnak, melyre nézve axq + by; + ¢ = 0, megfelel egy pont az egyenesen. Viszont, ha az axy 4+ by; + ¢ > 0, akkor
x1, Y1 pont az ax + by + ¢ = 0 egyenesnek azon az oldalan van, amelyen az origo, ha ¢ > 0, és ellenkez§ oldalan, ha
¢ < 0. Ez azt jelenti, hogy mindazon pontok Osszessége, melyek kielégitik az ax + by + ¢ > 0 egyenl&tlenséget, egy
felsik bels6 pontjai, mely félsiknak hataregyenese az ax + by + ¢ = 0 egyenes.

Ezek szerint most mar bebizonyitott tételiink igy is fogalmazhato:

Ha az alabbi négy egyenl6tlenségre

a1 x+biy+c1 >0
asx +boy +c2 >0
a3x +bsy +c3 >0
aqx +bgy+c4 >0
fennall, hogy bdrmilyen x, y szampar legaldbb egy egyenlStlenséget kielégit, akkor mindig taldlhaté a négy egyenlét-

lenség kozott egy olyan, melyet elhagyva, az elébbi allitds a megmaradd harom egyenlGtlenségre is fennall. E tétel
kozvetlen bizonyitasa nem volna egyszert.



