A feladat megoldasa tulajdonképpen nem kivan kiilonésebb Gtleteket, csak kitartoan végig kell probélni az Gsszes
lehetGségeket.

Hogy rovidebben fejezhessiik ki magunkat, néhany roévid jelolést fogunk hasznalni. Amit az egyiitthatokrol tudunk,
egy keretben fogjuk feltiintetni:

Ha egy egyiitthatorol azt tudjuk, hogy paros egészszam, akkor a helyébe egy 2-est irunk, ha azt tudjuk, hogy
pératlan egészszam, akkor 1-est; ha pedig az deriil ki, hogy két egyiitthato Osszege paros egészszam, akkor ezek helyét
egy o — o jellel kotjiik Gssze. Az iiresen hagyott helyek azt jelentik, hogy a megfelels egyiitthatokrol még nem deriilt
ki semmi. (x,y) = (a,b)-vel azt jeloljiik, hogy = helyébe a-t, y helyébe b-t helyettesitiink.

I. megoldas: 1°. (z,y) = (0,0) helyettesitéssel, azt kapjuk, hogy c¢1 és co koziil valamelyik paros egészszam.
Feltehetjiik, hogy
2

c1 ez:
2°. Helyettesitsiink (z,y) = (1,0)-t. Ha a1 + ¢; paros, a1 is paros, ha nem akkor as + ¢o péros:
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3°. (x,y) = (—1,0) helyettesitésnél az els§ esetben biztos paros az elsé kifejezés, a masodikban mivel —a; + ¢; nem
lehet paros (akkor a; + ¢; is az volna), tehat —ag + co kell, hogy paros legyen. Ez csak ugy lehet, ha vagy as is ¢ is
péros egészszam, vagy mindkettd paratlan:
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4°. (z,y) = (0,1). Az els6 esetben, ha by + ¢1 péros by is az, ha nem akkor by + c2 paros. A masodikban ha by + ¢;
péros by is az, ha nem akkor bs + co paros, de akkor by paros egészszam kell legyen. A harmadikban ha by + ¢; péros,
akkor bj-nek paros egésznek kell lennie. Ha nem, akkor bs + co paros, de akkor by paratlan egészszam:
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Az 1. és 4. esetben barmely egész (x,y)-ra az egyik kifejezés értéke paros lesz. Ezeket az eseteket nem is vizsgaljuk
tovabb.

5°. Legyen (x,%) = (0, —1). 2.-ben —b; +c; nem lehet paros, mert akkor by és by +c; is paros lenne. Igy —by+co paros,
tehat vagy mindketts paros egészszam, vagy mindketté paratlan. Az els6 lehetGség csak a két kifejezés sorrendjében
kiilonbozik a 3. esettdl, igy nem targyaljuk kiilon. 3.-ban és 5.-ben az elsg, 6.-ban a méasodik kifejezés biztosan paros:
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6°. Legyen (z,y) = (1,1) 1.-ben a1 + b1 + ¢1 nem lehet paros, mert feltettiik (4.-nél), hogy b1 4+ ¢1 nem péaros, tehat
kell, hogy as + bs + c2 legyen péros. bs 4 co paros, igy as is paros. 2.-ben hasonléan kell, hogy as + bs + c2 legyen paros
s igy ba paros egészszam, amivel viszont lényegében a mér elintézett esetre jutunk. 3.-ban sem lehet a; + b + ¢ péros,
igy as + b2 + co az, amibd6l kovetkezik, hogy by paros egésszam. 4.-ben ag + ba + c2 paratlan egészszam, tehat biztosan
ay + by + ¢1 péros, tehat a1 + by is paros. a;-rél viszont 2.-ben feltettiik, hogy nem paros (t. i. azzal, hogy a1 4+ ¢; nem
paros).

A bizonyitand¢ allitast ezzel méar meg is kaptuk, hisz itt minden esetben a masodik kifejezés egylitthatoi egészsza-
mok. A tovabbi helyettesitések csak a tablazatok teljes kitoltéséért torténnek:

7°. Legyen (z,y) = (2,0). 1.-ben 2a; + ¢; biztos paros, igy nem tudunk meg Gjabbat. 2.-ben az elss kifejezésnek
kell parosnak lennie, tehat 2a; + ci-nek, s igy 2a;-nek is. a; tehat egész. Uj eredmeényt csak akkor kapunk, ha a;
pératlan. 3.-ban szintén az elsé kifejezés s igy 2a; kiilon is paros, a; viszont nem az, igy a; és vele egyiitt by is paratlan
egészszam:




8°. Az elsG esetben by megismerésére helyettesitsiink (x,y) = (0,2)-t. 2b2 + ¢ paratlan, igy 2b; + ¢1, tehat 2b; is
péros, by tehat egészszam. Ha péaros, Gjat nem kapunk, tehat ijabb lehet6ség csak az, ha b, paratlan.

2 1
2 1 1
Igy a kovetkezs 6t eset lehetséges:
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Az els6 kettSben csak a két elséfoku kifejezés sorrendje, az utols6 kettGben pedig csak x és y szerepe van felcserélve.
Igy ezek nem lényegesen kiilonboz6 esetek. Az elsé két esetben minden egész x, y parra ugyanaz a kifejezés paros.
A harmadikban, ha x is y is paros, vagy mindkett6é paratlan, akkor az elss, ha egyik paros, mésik paratlan, akkor a
maéasodik kifejezés lesz paros. A negyedik esetben paros z-re, az 6todikben paros y-ra az elsé kifejezés lesz paros, y
illet6leg x parossagatol fiiggetleniil; paratlan z-re ill. y-ra viszont, a masodik.

Ez a megoldéas nehézségekbe nem iitkozik, de faradsagos. Ilyenkor igyeksziink a probalgatasokat lehetSleg tigyesen
elrendezni, hogy kevés esetet szétvalasztva gyorsan és attekintheté modon juthassunk e] a kivant eredményhez.

IT. megoldas: Tekintsiik az (1,0), (0,0) és (—1,0) helyettesitéseket. A harom helyettesités koziil legalabb valame-
lyik kettdre ugyanannak a kifejezésnek kell paros egészszamot adnia, mert Gsszesen két kifejezésiink van. Barmelyik
két helyettesitésre is lesz e kifejezés paros, biztos, hogy benne a és ¢ egészszamok.

Ugyanezzel az okoskodassal adodik a (0, 1), (0,0), (0, —1) helyettesitések segitségével, hogy valamelyik kifejezésben
b és c egészszam.

Ha mindkétszer ugyanarrdl a kifejezésr6l van sz6, akkor a is b is ¢ is egészszam. Ha a és ¢ az egyik kifejezésben
bizonyul egésznek, b és ¢ viszont a masikban, akkor (1,1) behelyettesitésével latjuk, hogy valamelyik kifejezésben
a+ b+ cis egész.

Mivel két egyiitthatérol mar tudjuk, hogy kiilon-kiilon egészszam, igy kovetkezik, hogy a harmadiknak kiilon is
egésznek kell lennie, igy minden esetben valamelyik kifejezésben a is b is c¢ is, egészszam.

III. megoldas: Tekintsiink a szamsikon 5 pontot: a (0, 1), (0,—1), (1,0) (—1,0) és (0,0) pontokat. Ha (x, y) helyébe
ezt az Ot értéket helyettesitjiik, valamelyik kifejezés mindegyik esetben paros egész értéket ad, igy bizonyos, hogy az
0t helyettesités koziil haromra ugyanaz a kifejezés lesz paros. Jeloljiik egyiitthatéit index nélkiil a, b, c-vel. Legyen a
harom helyettesités (z1,y1), (x2,y2) és (z3,ys). Ez esetben axq +by; + ¢ = 24, axs+bys+c¢ = 2B, axz +bys+c = 2C,
ahol A, B és C egészszamok.

Szorozzuk meg az els§ egyenletet (y2 — y3)-mal, a masodikat (y3 — y1)-gyel, a harmadikat (y; — y2)-vel és adjuk
Sket Ossze. Ekkor b és ¢ szorzdja éppen 0 lesz. A jobboldalon pedig Gjra paros szam keletkezik. Jeloljik 2D-vel:

alri(y2 —y3) + x2(ys — y1) + x3(y1 — y2)] = 2D.

Ha a szamparokat pontok koordinatainak fogjuk fel, akkor a szorzoja éppen a harom pont altal alkotott haromszog
kétszeres teriilete, ezt 2T-vel jelolve, egyenletiink ilyen alaki lesz: a - 2T = 2D. A fenti egyenleteket sorra (xo — x3)-
mal, (x3 — x1)-gyel, (z1 — x2)-vel szorozva és Osszeadva hasonloan nyerjiik, hogy b - 2T = 2F, ahol E egészszam.

Nézziik meg, most az 6t szdmpart abrazoloé pontokat. Ezek koziil minden médon kivalasztva harmat vagy 1, vagy 3

teriiletd haromszoget kapunk, vagy egy egyenesbe esik a harom pont. Tehat 27T értéke 2, 1 vagy 0. Els6 két esetben

2D 2F
a = T és b = o7 s igy veliik egylitt ¢ = 24 — azq — by is egészszamok. Ha a harom pont egy egyenesre esik és

a masik két pontnak megfelels két helyettesitésre a masik kifejezés ad paros értéket, akkor végezziik el még az (1,1)
helyettesitést. Ha erre ismét az elsg kifejezés lesz paros, akkor a most hozzavett pont és a 3 egy egyenesen sorakozo
pont koziil a két széls6 alkot egy 1 teriiletd haromszoget, ha pedig itt a mésodik kifejezés értéke paros, akkor ez a pont
és az O0tbdl kimarado két pont alkot egy ugyanilyen haromszoget. Ezek valamelyikével ismételhetjiik tehat meg a fenti
gondolatmenetet. Valamelyik kifejezésnek tehat mindegyik esetben mindharom egyiitthatdja egész.



