E feladat megoldéi koziil egy kivételével, senki nem latta vilagosan, hogy harom kiilonb6zé esetet kell megvizsgalni:
midén a harom kor kiviilrél érinti egymast, midén k1 és ko a k3 kor belsejében van és midén k3 az egyik kort beliilrdl,
a masikat kiviilr6l érinti. A tovabbiakban hol egyik, hol maésik, helyzetben targyaljuk a bizonyitast utalva a tobbi
esetekben felleps modositasra. Hasznélni fogjuk a kovetkez jeldléseket: a korok kézéppontja O1, Os, Os; ke és ks, ks
és ki, k1 és ko érintési pontja rendre A, B, C, az AC és BC egyenesek a k3 kort a D és E pontban metszik. (Abra a
ko6v. oldalon.)

I. megoldas: Vizsgaljunk kiviilrgl érintkezs koroket. Legyenek az O10203 haromszog szogei rendre «, [ és 7.
AO3CA és AO3 DA egyenlGszaru és A-nal 16vo szogeik egyenlSk, mert csucsszogek. Ha két egyenl@szara haromszogben
az alapnal fekvé egy-egy szdg egyenld, akkor az osszes szogek egyenldk. Igy AOsD< = AO,C< = B. Ugyanugy
kovetkezik a BO,C és BOsE egyenlszaru haromszogekbdsl, hogy BOsE< = a. Igy a DO3E< egy «, egy 3 és egy
~ nagysagu szoghdl tevédik Ossze, tehat 180°-os, vagyis a D, Oz és E pont egy egyenesen, a k3 kor egy atmeérGjén
fekszik.

Ha a ks kor tartalmazza ki-et és ko-t, akkor a megoldasban szereplé haromszogparoknak az A ill. B cstcsnal fekvs
szogei kozosek és az O1-nél Oq-nél illetve Os-nal fekvs kiilss szogek egyenlségét hasznalva fel okoskodhatunk az el6bbi
mo6don. Ha k3 a k; kor belsejében és a ko koron kiviil van, akkor az elsé haromszogparral az els6 esetnél, a masodikkal
pedig a méasodik esetnél elmondott moédon okoskodunk és ismét arra az eredményre jutunk, hogy a DO3 és EO3 szarak
k6zott egy haromszog harom szoge, vagyis éppen 180° fekszik.

II. megoldas: Legyen k; és ko a ks kor belsejében. Elég megmutatnunk, hogy DOs||EOs, mert a két egyenes egy
pontja kozos, tehéat ez esetben egymas meghosszabbitasaba kell esniok.

Ismét nézziik az AO2C' és AO3D egyenlszara haromszogeket. A-nal levs szogiik kozos, tehat az alapon fekvs masik
szogek is egyenlSk: ACO2<t = ADO3<. E szogek egy széra kozos, s igy megfelels szogek, mésik szaruk is parhuzamos:
COs||DO3. Ugyanigy kapjuk, hogy CO1||EOs. De O1, C és Oz egy egyenesen vannak, a két érintkezd kor centralisan,
igy DOs3 és EO3 egymassal is parhuzamosak, amibdl kdvetkezik a bizonyitandé allitas.

Ha kiviilr6l érintkezé koroket vizsgalunk, akkor a haromszogpéaroknak egy-egy szoge cstcsszoget alkot, az alapjukon
levé mésodik szogek ez esetben valtoszogek lesznek, tehat szaraik ismét parhuzamosak. A harmadik esetben ismét az
egyik haromszog parra ugy okoskodunk, mint az elsG, a méasodikra gy, mint a mésodik esetben.

ITI. megoldas: Atfogalmazzuk a feladatot. Jeloljilk O-val a harom kor hatvanypontjat. (A kozos érintk kozos
metszéspontjat). Az O-bol a korokhoz hizott érintédarabok egyenlsk OA = OB = OC. Igy O koré olyan k kort lehet
irni, mely dtmegy az A, B, C pontokon, és merGlegesen metszi mindharom kort, mivel az érinté merdleges a sugérra.
A feladat tehat helyettesithet§ a kovetkezGvel: az egyméast merdlegesen metsz6 k és ks korok A és B metszéspontjat
a k kor tetszoleges C' pontjabol vetitjiik. Bizonyitandd, hogy az AC és BC egyenesek mésodik metszéspontja ks-mal,
D és E atellenes pontok. Azt fogjuk megmutatni, hogy DO3 és EO3 ugyanarra az egyenesre meréGleges. Ilyen egyenes
CO. Tiikrozziik ugyanis az abrat egy C'D-re mer6leges ¢ tengely koriil.

Ha egy kort egy hurjanak felez6merdlegesére tiikroziink, akkor a hir végpontjahoz hiizott sugarak egymésba mennek
at. Ha nem a felez6pontban hizzuk a merdleges tengelyt, ezek az egyenesek akkor is egymassal parhuzamos helyzetekbe
mennek at. Igy a k kort nézve CO tiikorképe t-re parhuzamos lesz O A-val. ks-at nézve Oz D képe parhuzamos lesz O3 A-
val. De a két kor merdlegesen metszi egymast, ami azt jelenti, hogy a metszésponthoz hiuzott korsugarak merélegesek
egymésra: OA1 O3 A. Ekkor azonban OC 1 O3D -re, mert a tiikkorképeik is merdlegesek egymaésra. Ugyanigy kovetkezik
egy CE egyenesre merGleges tengelyre tiikrozve, hogy OC LOsE. Mivel az OsD és OoF egyenesek ugyanarra az
egyenesre merélegesek, igy parhuzamosak egymassal és miutan az Os pontjuk kozos, kovetkezik, hogy D, O3 és E egy
egyenesen fekiisznek, ks egy atmérGjén.

Ennél az atfogalmazéasnal a kezdetben emlitett harom eset abban kiilonbozik, hogy C a k kor kiilonboz6 részeire
esik, a bizonyitas azonban ettdl fiiggetleniil minden esetben érvényes.

A feladat atfogalmazasa egy altalanositést is kinal, melyet a 299. feladatban tiziink ki (40 old.).



IV. megoldas. A bizonyitandé allitas kovetkezik abbdl is, hogy ha megmutatjuk, hogy a D-ben és E-ben huzott
érint6k parhuzamosak.

Nézziink el6szor két kort, k és k3 érintik egymast a B pontban. Kozéppontjuk legyen O és Os. Egy B-n atmend
egyenes k-t C-ben, ks-at E-ben metszi OBC< = O3BE<. (Belilrdl érintkezs koroknél egybeesik a két szog, kiilss
érintkezésnél csucsszogek).

Mivel BOCA és BOsEA egyenlGszara, kovetkezik, hogy OCB<t = OsEB<. B, C és F egy egyenesbe esnek, igy
kovetkezik, hogy OC||O3E. (Bels6 érintkezésnél megfelels szogek szarai, kiils6 érintkezésnél valtoszogekéi.) De ekkor
a C-ben és E-ben huzott érint6k, melyek ezekre a sugarakra merg6legesek, szintén parhuzamosak. Ezt a meggondolast
a ko és ks korokre alkalmazva ugyanigy kovetkezik, hogy a C-ben és D-ben hizott érint6k is parhuzamosak.

Még rovidebben mondhattuk volna el a bizonyitast, ha hivatkoztunk volna arra, hogy érintkezé koroknek hason-
losagi pontja az érintkezési pont, s azokban a pontokban, melyek ennél a hasonlosagnél egymasnak felelnek meg, az
érint6k parhuzamosak (Az el6z6kben ennek az allitdsnak egy bizonyitasat mondtuk el.) Hasonld tétel igaz térben is;
érintkezd gombokre, érinték helyett érint6 sikokkal, és felhasznédlhato a feladat térbeli megfelelGjének bizonyitasara,
melyet a 305. feladatban tiziink ki (41. old.).



