I. megoldas: [Alakitsuk at a vizsgdland6 kifejezést[]
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De > 0, mert 0° < a < 180°% 1+ 2cosa + cos®a = (1 4+ cosa)® > 0; 1 + cosaw > 0, |mert cosa > —1] és

3
3cos® o > 0; igy az egész Osszeg pozitiv.

sin o

1 1
sina + Esin2a+ gsin3a == {(1 +2cosa + cos® a) + (1 + cosa)3 cos? a} > 0.

Fried Ervin.

II. megoldas: Kevesebb széamolassal is célhoz ériink, ha az egyes tagokat grafikusan abrazoljuk. (Jeloljiik a szoget
x-szel és szamitsuk ivmeértékben.)
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Esin 2z gorbéjét ugy kapjuk a sinz-ébél, hogy azt a kezd6pontra, mint hasonlésidgi kdzéppontra nézve felére

kicsinyitjiik, vagyis a kezd6pontbdl kiindulé hurok kézéppontjaibol tevédik Gssze a gorbe els6 ive; a masodik iv pedig
ugyanolyan, mint az el6zé, de a tengely alatt.

Ha visszaforditjuk a tengely folé a negativ ivet, akkor ismét a sinx felére kicsinyitett képét kapjuk, most a (0,7)
intervallum végpontjabol mint hasonlésagi kdzéppontbol lekicsinyitve. Ez a visszaforditott iv is sinz gorbéje alatt
marad, tehét

1
sinx+§sin2:17>0 ha O<ax<m
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Ha ehhez hozzéavessziik 3 sin 3z-et, az csak (g, ?> szakaszon kisebbiti az Osszeget. Ezen a szakaszon sinz <

s

sin o = V3/2.

A kivonandok abszoldt értéke viszont nem lehet t6bb, mint 1/21ll. 1/3 és ezek sszege 5/6 < V3/2, mert az elébbi
négyzete 25/36, az utobbié 3/4=27/36. Igy

1 1
sinx + §sin2x+§sin3:v>0, ha O<z<m.

II1. Megoldas: Még itt is felhasznaltuk a sinzx fliggvény értékét néhany helyen, pedig elég a gérbéjének néhany
tisztdn geometriai tulajdonsagat felhasznalni. Azt, hogy a gorbe feliilr6l nézve dombort, més széval, hogy barhol

LA versenyz6k megoldasait lehetéleg szoszerint kozoljiik. A szerkesztGség kiegészitéseit azigletes zarojellel valasztjuk el az eredeti szo-
vegtol.



htzva egy hurt, a gorbe folotte fekszik. Azt, hogy a szakasz kézépmerdlegesére szimmetrikus a gérbe és hogy a szakasz
végpontjaiban eléri a tengelyt.

Legyen egy tetszbleges ilyen gorbénk a tengely egy AB szakaszén. Ez annyiban hasonlit a sin z-ére, hogy a szakasz
C kozéppontjaig emelkedik, onnan viszont siillyed. (Részben futhat parhuzamosan is a tengellyel.) Kicsinyitsiik a felére
és a harmadara és folytassuk ugy a kapott gorbéket, hogy véltakozva a tengely alatt és f6l6tt illesztiink hozza az elsGvel
egybevago iveket.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott harom gorbe ordinatainak 0sszege az egész szakaszon pozitiv.

Hogy konnyebben tudjunk beszélni, nevezziik a harom gorbéhez tartozo fiiggvényt fi(x), fo(x), fs(x)-nek. A
domborisag miatt a kicsinyitett ivek itt is az eredeti alatt fekiisznek, s igy kdnnyen lathato, hogy

fi(x)+ fo(x) >0 és  fi(zx)+ fa(x) > 0.

Csak azon a szakaszon kell alaposabban megnézniink fliggvényeinket, ahol fs is, f3 is negativ, tehat a C'D szakaszon
(a kozépponttol a szakasz ?/3-aig). Ezen a szakaszon a kisebbitends legkisebb értéke DG. f3 legnagyobb levonandé

értéke CF = §CE , f2 legnagyobb levonandé értéke pedig DH. DH feleakkora, mint f; értéke a szakasz harmadrészén,

1
tehéat ugyancsak feleakkora mint f; értéke a szakasz kétharmadan, azaz DH = §DG. Kossiik 6ssze B-t és E-t és jeloljiik
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BE és DG metszéspontjat K-val. Mivel BD = §BC’ igy egyszersmind DK = gCE. Mivel CF a CE egyharmada,

igy egyben fele D K-nak. A két levonando6 tehat nem lehet t6bb, mint DG fele és DK fele, s igy egyiitt kevesebb, mint
DG, ami a kisebbitendd legkisebb értéke. Ezzel bebizonyitottuk allitasunkat.

Megemlitjiik, hogy a feladat speciélis esete egy altalanosabb tételnek. FEJER Lipot vette észre, hogy
. 1. 1. 1.
sm3:—|—§sm23:—|— §sm3x+...+ —sinnxr >0,ha0l <z <7
n

barmely pozitiv egész n-re. Akik egyetemen fognak matematikit tanulni, be fogjak ezt is bizonyitani és fontos alkal-
mazasat is fogjak latni.



