A tovabbiakban x mod y jeloli x osztasi maradékat y-nal osztva.
A megoldashoz két ismert lemméat hasznalunk fel:

n
a) Tetszdleges n, k pozitiv egészekre és p primszdimra (k) akkor és csak akkor oszthatdé p-vel, ha valamilyen pozitiv

egész a-ra n. mod p* < k mod p~.
b)Ha p prim és p® | (Z), akkor p® < n.

b
Mivel az a mod p > b mod p allitds ekvivalens azzal, hogy (b —a) mod p > b mod p, elég az a < 3 esetre
megoldani a feladatot.

b
Az a) lemma szerint, ha egy p primszam osztdja ( )—nak, akkor valamilyen o ra b mod p* < a mod p“~. Ha
a

p > a, akkor a = 1 esetén is teljesiil a feltétel, mert
a mod p=a=a mod p®>b mod p* >b mod p.

Ha pedig p > \/1_7, akkor csak a = 1 lehetséges. A feladat allitasahoz ezért elég a kovetkezot igazolni:

b
A ( ) szamnak létezik olyan p primosztoja, amelyre p > min (a, [\/ED
a

Legyen ay = min (a, {\/I;D Ha a9 = 1, akkor az allitas trivialis. Feltehetjiik tehat, hogy a9 > 2. Legyenek az

b _ b
ap-nél nem nagyobb primek p1, ..., ps, ezek kitevGje ( )—ban a1, ..., @s. A'b) lemma szerint p;* < b, és ha ( )—nak
a

a
nincs mas primosztoja, akkor

b b
1 < =p* ... s < BS.
( ) (Go) — (CL) pl ps —

Masrészt ag
b :i.b_l...,.b_a0+1> b > p%
ao ap ap—1 1 ao

a . .
kovetkezésképp s > 70. Mivel s az ag-nal nem nagyobb primszamok szama, ez azt jelenti, hogy ag = 3, ag = 5 vagy

e
N

ag = 7.
b b
Ha ag = 3, akkor s = 2, és (1) alapjan <3> < b?, vagyis b < 8; ha ag = 5, akkor s = 3, (1) alapjan <5> < b, azaz

b
b < 15; ha pedig ag = 7, akkor s =4, <7> < b*, azaz b < 23. Mindharom eset ellentmond az ag < Vb feltételnek.

Megjegyzések. 1. A két idézett lemma az ugynevezett Legendre-formula segitségével bizonyithato be. Eszerint a p
primszam kitevGje n! primtényez6s felbontasaban
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ennek kovetkezménye, hogy az (Z) binomialis egyiitthatoban p kitevje
> ([]- - [%)
—\ [p” P’ v ])

Ebben az 6sszegben minden egyes tag 0 vagy 1; a v-edik tag akkor és csak akkor 1, han mod p” < k mod p”. Ebbdl
az a) és a b) allitas is kovetkezik.

2. T6bb versenyzé hivatkozott a Sylvester—Schur-tételre, ami azt allitja, hogy k < g esetén (Z) -nak létezik k-nal

nagyobb primosztdja. (A tétel, bizonyitas nélkiil, megtalalhato pl. Erdés—Suranyi: Vilogatott fejezetek a szamelméletbol
c. konyvének 195. oldalan.) A megoldas modszerével a Sylvester—Schur-tételnek egy valamivel gyengébb véaltozata

") -nak van k-nal nagyobb

konnyen igazolhat6: Létezik olyan pozitiv ¢ konstans, amelyre tetsz6leges k < cn esetén i

primosztoja.



