
Legyen

f(x) = (x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ p− 1) = xp−1 + ap−2x
p−2 + · · ·+ a1x+ a0.

Ezzel a jelöléssel

(

2p− 1

p− 1

)

− 1 =
(p+ 1) . . . (2p− 1)− 1 · 2 · · · · · (p− 1)

(p− 1)!
=

f(p)− f(−p)

(p− 1)!
.

Mivel p prím, (p− 1)! és p3 relatív prímek, ezért azt kell igazolnunk, hogy

f(p)− f(−p) = 2
(

a1p+ a3p
3 + · · ·+ ap−2p

p−2
)

osztható p3-nel, vagyis a1 osztható p2-tel.

Az f polinom de�ní
iója alapján

a1 =

p−1
∑

k=1

(p− 1)!

k
=

p−1

2
∑

k=1
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(p− 1)!

k
+

(p− 1)!

p− k

)

= p

p−1

2
∑

k=1

(p− 1)!

k(p− k)
.

Mivel p prím, minden 1 ≤ k ≤ p − 1 egészhez egyértelm¶en létezik egy olyan 1 ≤ k′ ≤ p − 1 egész, amelyre

k′k ≡ 1 (mod p). (A k′ számot k modulo p multiplikatív inverzének is nevezik.) A k′ lehetséges értékei között az

1, 2, . . . , p− 1 számok mindegyike pontosan egyszer fordul el®. Ezért

(p− 1)!

k(p− k)
+ (p− 1)! · k′2 =

(p− 1)! · (1− (kk′)2 + kpk′2)

k(p− k)
≡ 0 (mod p)

és

2
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(p− 1)!
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=

p−1
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(p− 1)!

k(p− k)
≡ −(p− 1)!

p−1
∑

k′=1

k′2 =

= −(p− 1)!
p(p− 1)(2p− 1)

6
≡ 0 (mod p).

Megjegyzések. 1. Wilson tétele szerint (p−1)! ≡ −1 (mod p). Erre a tényre a megoldáshoz nin
s szükség, de néhány

kifejezés egyszer¶bb alakba írható a segítségével.

2. Hasonló megoldás nyerhet® a

2
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)

− 1
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=
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)

− 2 =
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= p2
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1

k2

azonosságból is, felhasználva hogy

(

p− 1

k − 1

)

≡ (−1)k−1 (mod p).
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