
a) Legyen sn = a1 + a2 + · · · + an. Megmutatjuk, hogy ha sn páros, illetve páratlan, akkor minden, a [−sn; sn]
intervallumbeli páros, illetve páratlan szám el®áll ±a1 ± a2 ± · · · ± an alakban. Ebb®l a feladat els® része azonnal

következik, mert vagy minden páros szám, vagy minden páratlan egész szám el®áll néhány an el®jeles összegeként.

Állításunk igaz n = 1 esetén, mert a feltételek miatt s1 = a1 = 1. Tegyük fel, hogy igaz n = k-ra; bebizonyítjuk

n = k + 1 esetén is. Az indukiós feltevés alapján

(± a1 ± . . . ± ak−1) − ak alakban el®áll az összes [− sk−1 − ak; sk−1 − ak]-beli,
(±a1±· · ·±ak−1)+ak alakban pedig az összes [−sk−1+ak; sk−1+ak]-beli, megfelel® paritású szám. De sk−1+ak = sk,

sk−1 − ak ≥ (k − 1) · 1 − k = −1 miatt ez a két intervallum a 0 kivételével biztosan tartalmazza az összes −sk és sk
közötti egész számot. Ha a 0 nem szerepel az intervallumokban, az sak úgy lehet, ha a1 = a2 = · · · = ak−1 = 1 és

ak = k, akkor viszont sk = 2k − 1 páratlan, tehát a 0-t nem is kell el®állítanunk.

b) Elég egy ellenpéldát mutatnunk. Legyen an = 100n, ha n 10-hatvány, ellenkez® esetben legyen an = 1. Erre a

sorozatra

an

n
≤ 100.

Ha 10k ≤ n < 10k+1
, akkor tetsz®leges el®jelek esetén

∣

∣| ± a1 ± a2 ± · · · ± an| − 100 · 10k
∣

∣ ≤ (a1 + a2 + · · ·+ a10k−1) + (a10k+1 + · · ·+ an) =

= 100 · (100 + 101 + · · ·+ 10k−1) + n− k − 1 < 100
10k − 1

9
+ 10k+1 < 22 · 10k.

Ez azt jelenti, hogy | ± a1 ± a2 ± · · · ± an| sak az Ik = (78 · 10k; 122 · 10k) intervallumban lehet.

Ezek az intervallumok diszjunktak, mert

78 · 10k+1 − 122 · 10k = 658 · 10k,

s®t az intervallumok közötti hézagok mérete minden határon túl n®. Ezért tetsz®leges számtani sorozatnak van olyan

eleme, amelyet egyik intervallum sem tartalmaz.

Megjegyzés. Akik sak a feladat els® felét oldották meg, 2 pontot kaptak.
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