I. megoldas. Definialjuk a kovetkezé fliggvénysorozatot:

1) fole) =25 frsa (&) = Fne)  fnl +1).
Be fogjuk bizonyitani, hogy
(1) fm(x)_kzzo(_l)kxj—k Cz(z+ D)z +2).. (z+m)

Ebbdl az allitas kovetkezik, mert m = 2n esetén a bal oldalon (1) bal és jobb oldaldnak kiilonbsége, a jobb oldalon
pedig egy pozitiv szam &ll.
Ha m = 0, akkor allitdsunk trivialis. Masrészt (2) oroklédik m-r6l (m + 1)-re:

fm-i—l(x) = fm(x) - fm(x + 1) =
- <@ +I§(_1)k%> N ( (_1)“1% DTS +(§1)+ 1) -
>

k=1
m—+1 m m m+41 m+1 m+1
_ ( (-)i_ ) + (_1)k(k) + (kfl) + (_1)m+1 (erl) — Z(_l)k( lj_ )
x P r+k r+m+1 = x4+ k’
illetve
fm-i-l(x) = fm(x) - fm(x + 1) =
m! m!
Tale+D@+2)...(z+m) (@+D)@+2)...(x+m+1)
B m!((x+m+1)—x) B (m+1)!
Cz(z+ Dz +2).(r+m+1) z+DE@+2).. . (r+m+1)
Megjegyzés. Tetszoleges f fiiggvényre és paronként kiilonbozs zq, x2, ..., x, pontokra az
f (o) n f(z1) n
(ko —z1)(x0 —x2) ... (T0 — xn)  (x1 —o)(x1 — X2) ... (21 — Xp)
(X — 20)(Tn — 1) ... (T — Tp—1)
kifejezést az f fiiggvénynek az adott pontokhoz tartozd osztott differencidjénak nevezik, és [xg, x1, ..., x,]f-fel jelolik.
Ismeretes, hogy ha f n-szer differencialhato, akkor létezik olyan £ szdm, amely az x, .. ., x,, szdmok legkisebbike és leg-
(n)
nagyobbika kozé esik, tovabba [zg, ..., z,]f = fi'({) (Ennek a tételnek specidlis esete a Lagrange-kozépértéktétel.)
n
1
Ha f(x) = . és x, = = + k, akkor a tétel szerint létezik olyan x < £ < z + 2n szam, amelyre (1) bal és jobb oldalanak
e n 2n)!
kiilsnbsége éppen (™) (¢) = é%ﬁl .
h 1
II. megoldas. Mivel tetszéleges o > 0 esetén / toldt = o (1) bal és jobb oldalanak kiilonbsége:
0
2n (2n) 2n M, L L 2n m L
—DF RS N ()R "R lAE = /t“l —1)k th | dt == /t””’l 1 —2)?"dt > 0.
St =S () [ St (12t >0
k=0 k=0 ) ) k=0 )
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Megjegyzés. A B(z, y) = /tmfl(l — )Y~ 1dt fiiggvény neve Euler-féle béta-fiigguény. Ez az integral tetszéleges
0

(z-D'y—-1)

!
pozitiv z, y-ra létezik. Ha x és y pozitiv egészek, akkor B(z, y) = o 0 ~. Ez lehet6séget ad tobbek kozott a
z+y—1)!

akar <\7/T§) is.



