I. megoldas. Minden k pozitiv egészre konstrualunk olyan Gj haromszogmentes grafot, amely nem szinezhetd ki
k szinnel.

Ha k = 1, akkor a két pontua, egy éld graf megfelels. Tegyiik fel, hogy mar megkonstrudltuk Gg_i-et; most
megkonstrudljuk Gi-t.

Legyen Gj_1 pontjainak szama s, és legyen N pozitiv egész (N pontos értékét késGbb hatarozzuk meg), vegylink

N
fel egy N-elemti H ponthalmazt, valamint darab, Gy_i-gyel izomorf grafot, legyenek ezek Gi_,, ..., PR
s

Mindegyik G%_,-nek feleltessiik meg H egy s-elemi részhalmazét, és kossiik 6ssze G, minden pontjit a megfelels
részhalmaz egy-egy pontjaval. Azt allitjuk, hogy az igy kapott graf haromszogmentes, és megfelelé N esetén nem
szinezhetd ki k szinnel.

Ha lenne haromszog, akkor annak legfeljebb egy csicsa lehet H-ban, mert H-beli pontok k6zott nincs él. Nem
lehetnek csicsai kiilonboz6 G};_l—kben sem, mert az ilyenek kozott sincs él. Nem lehet mindharom pont ugyanabban a
G};fl—ben sem, mert G};71 haromszogmentes. Mar csak az az eset maradt, hogy egy csicsa H-ban van, a masik kett6
pedig ugyanabban a G%_,-ben. Viszont H-beli pontbol legfeljebb egy G%_,-beli pontba megy él.

Tegyiik  fel, hogy a  grafot kiszineztik &k — 1 szinnel. Ha N  elég nagy, példaul
N > (s — 1)(k — 1), akkor H-ban van s darab egyszini pont, legyen ezek szine piros. Az ezeknek megfelels G%,_;-ben
nem szerepelhet a piros szin, ez viszont ellentmond annak, hogy legalabb k& — 1 szin sziikséges a szinezéséhez.

Tobb dolgozat alapjdn

II. megoldas. Egy masik konstrukciot mutatunk. Tegyiik ismét fel, hogy Gr_1 mar létezik, pontjai legyenek P,
..., Ps. Vegyiik még fel a )1, ..., Qs és R pontokat. Kossiik 6ssze Pi-t ();-vel, ha P; és P; &ssze van kotve, tovabba
kossiik Ossze R-et mindegyik @;-vel. Ha az igy kapott grafban lenne haromszog, annak legfeljebb egy csicsa lehet a
Qq-k kozott, mert a @Q;-k kozott nem fut él; ebbdl kifolydlag R sem szerepel haromszogben. Ha pedig P;, P; és Q;
haromszoget alkot, akkor P;, P; és P, is, ami ellentmond annak, hogy Gj_1 hdromszégmentes.

Tegyiik fel, hogy a graf kiszinezhet§ k — 1 szinnel. Legyen R szine piros. Megadjuk a Pj, ..., Ps pontok egy jo
szinezését k — 2 szinnel. Ez ellent fog mondani annak, hogy Gi_1 szinezéséhez legalabb k — 1 szin kell.

Minden egyes piros P;-t valtoztassuk @Q; szinére. A @); pontok koézott nem szerepel a piros szin, mert k6z0s szom-
szédjuk, R piros. A Pj-ket tehat csak legfeljebb k — 2 szinnel szineztiik. Ha P; és P; kozott fut él, akkor vagy mindkettd
szinét valtozatlanul hagytuk, és emiatt kiilonboz6ek maradtak, vagy az egyikiik piros volt (mondjuk P;), és annak
szinét @); szinére valtoztattuk. Viszont Q); és P; kozott van él, Q; és P; szine kiilonb6z6 volt, tehat a modositott
szinezésben is P; és P; kiilonboz6 szind.

Tobb dolgozat alapjin



