Az allitast n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk.

Az n =1 esetben az allitas igaz, mert a1 =1 és 1 < ap < 2.

Tegyiik fel, hogy n < m esetén igaz az allitas, és tegyiik fel indirekt, hogy n = m esetén nem, azaz léteznek olyan
ai, ..., agm pozitiv egészek, amelyekre ap < k, de koziiliik csak legfeljebb m hosszisagi monoton névé részsorozat
véalaszthato ki.

Legyen 1 < T < 2™, és jelentse h(x) azt, hogy az ax szam hanyszor szerepel az
ai, ..., agm szdmok kozott. Nyilvan h(1) < m, mert ellenkezs esetben lenne m + 1 darab 1-es a sorozatban.

Legyen most 2l <« x < 2 Az ai, ..., asm szamok mind kisebbek z-nél, és koziiliikk az indukcids feltevés
szerint kivalaszthato [ + 1 hosszisagi, monoton nove részsorozat. Ezekhez hozzavéve h(x) darab z-et, egy I + 1+ h(x)
hossziisag monoton néves sorozatot kapunk; ezért az indirekt feltevés szerint [+ 14 h(z) < m, tehat h(z) <m —1— 1.

Ha 6sszeszamoljuk, hogy az ay, ..., ay sorozatban hany 1-es, 2-es stb. elem szerepel, akkor mindegyik ax-t egyszer
szamoljuk, ezért a h(x)-ek Osszege éppen 2. Ez és az el6bbi becslések alapjan
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ami ellentmondas.

Megjegyzés. A feladat allitasa éles; létezik olyan a1, as, ... pozitiv egész szamokbol allo sorozat, hogy ax < k,
és tetszbleges n pozitiv egészre az ay, ..., agn_1 szamok koziil nem vélaszthaté ki n + 1 hosszisagi monoton nové
részsorozat.

Legyen a, = 2+l _p, ha 28 <n o< 2L
a1:1, a2:2, a3:1, a4:4, CL5:37 a6:2, a7:1,...

Ekkor az (a1), (a2, as), (a4, as, as a7), ..., (agn-1, @gn-1,1,...,a2n_1) részsorozatok szigorttan monoton fogynak,
emiatt egy monoton nové részsorozat mindegyikbdl legfeljebb egy elemet, 6sszesen legfeljebb n elemet tartalmazhat.

A megoldas kis modositasaval igazolhatd, hogy ez az egyetlen ilyen példa.
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