Teljes indukciéval kdonnyen igazolhatd, hogy tetszéleges, a lépések soran keletkezd (%, 2, %) szdmharmasra bc —
ad =de — cf = be — af = 1. Ennek kovetkezménye, hogy % < 2 < ?, valamint hogy a lépések soran keletkezs tortek

sohasem egyszertsithet&k.
A szamharmasok rendezettsége megadja azt az algoritmust is, amellyel a kivant kozéps6 elemet kell elérniink. Ha
az (a, B, v) szdmharmasbol kell tovabb lépniink, akkor harom eset lehetséges:

1. Ha a < ¢ < B, akkor a « szamot kell letérolniink és az «, § szamokkal kell tovabb dolgoznunk, mert ebben az
esetben az Osszes tovabbi medians az («, ) intervallumban lesz;

2. Ha 8 < g < 7y, akkor az « szamot kell letorolniink, és a 3, v szamokkal kell folytatnunk a mtveletet;

3. Ha ¢ = 8, akkor taldltunk egy olyan szdmharmast, amelynek kézépsé eleme g. Tovabb folytatni nem szabad, mert
az elébbi okok miatt semelyik Gjabb medians nem lehet g.

A fentiek alapjin a ¢ szdmot nem lehet két kiilonb6z6 modon elGallitani. Azt kell még igazolnunk, hogy az eljaras
biztosan el6allitja g-t, azaz véges sok lépésben véget ér.

Legyen g = ;, az n-edik lépésben keletkezs szamharmas <Z—", 2—", e_n) . Megmutatjuk, hogy a g, = (sb,, —ta,) +

n n n

(te,, — sfr) sorozat szigoruan monoton fogy. Ebb6l a végesség kovetkezik, mert a g, sorozat pozitiv egészekbdl all.
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Legyen az n-edik szdmharmas ( ), amelyben ¢, = a,, + e, és d, = b, + fn.
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Ekkor b—" <qg< d—" esetén

n n

Int1 = (by, — tay) + (ten, — sdy) = ten, — sfn < gn,

a n <gq< En esetben pedig
dn, In

Int+1 = (sdy, — ten) + (ten — sfn) = sby — tan < gn.
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Megjegyzések. 1. A megoldés kis modositésaval az is igazolhatd, hogy ha nem a (—

1 I)’ hanem tetszdleges

(%, ZT—’—CCZ’ 2) szamharmasbol indulunk ki, akkor is tetsz6leges % <qg< 2 raciondlis szam egyértelmtien allithato
elé.
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2. Az, hogy az eljaras elGallitja ¢-t, bebizonyithato a lépések egyszert megforditasaval is. Ha ¢ = % és ez a tort nem
egyszertsithets, akkor egyértelmten léteznek olyan a, b, ¢, d nemnegativ egész szamok, amelyekre bs — at = et — fs =
bc — ad = 1, ezekkel a szdmokkal az utolsé szamharmas csak (%, ;, 2) lehet. Nem nehéz bebizonyitani, hogy egy
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tortek nevez6i csokkennek, ezért az eljaras csakugyan megadja g elGallitasat.

3. Ha nagysag szerint sorbarendezziik azokat a [0, 1]-beli, nem egyszertsithets torteket, amelyek nevezdje legfeljebb
n, akkor az ugynevezett n-edik Farey-sorozatot kapjuk. Példaul az 5-6dik Farey-sorozat:

ilyen szamhéarmasbol mindig lehet visszafelé 1épni, kivéve a szamharmast. A visszafelé 1épegetés kézben a
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Ebben a sorozatban barmely két szomszédos %, 5 elemre bc — ad = 1, tovabba, ha valamelyik tort nevezgje nagyobb,

mint a két szomszédjaé, akkor a tort a két szomszédjanak a mediansa. (A Farey-sorozatokrol bévebben lasd pl. Niven—
Zuckermann: Bevezetés a szamelméletbe, 6. fejezet)



