Mivel (a — b)(a® + ab + b*) = a® — b?, és a — b nem lehet oszthato p-vel, a p | a® + ab + b* feltétel ekvivalens az
a® = b (mod p) feltétellel. Ezen kiviil tobbszor felhasznaljuk, hogy p > 7.

Ismeretes, hogy minden p primszamhoz létezik olyan g egész szam (tgynevezett primitiv gyok modulo p), amelyre az
1,9,9% ..., g" 2 szamok p-vel valo osztasi maradékai kozott az 1, 2, ..., p—1 szamok mindegyike pontosan egyszer for-
dul elg, tovabba
g°”' =1 (mod p) (a Fermat-tételnek megfelelsen). (A bizonyitast lasd pl. Niven-Zuckermann: Bevezetés a szam-
elméletbe, 49-50. old.) Ennek kovetkezménye, hogy tetsz6leges 3k + 1 alakt p primszamra létezik olyan h egész szam,
amely nem kongruens 1-gyel modulo p, viszont h* = 1 (mod p); ilyen szam példaul a g%.

Azt allitjuk, hogy léteznek olyan xz, y egész szamok, amelyekre 0 < =z, |y| < /p, valamint hz = h (mod p).
Tekintsiik a hu — v alaki szamokat, ahol 0 < u, v < [/p] egészek. Ez dsszesen ([\/p] +1)° > p darab egész szam,
van kozottik ketts, amelyek ugyanabba a p szerinti maradékosztalyba esnek: huy — v1 = hus — v2 (mod p), vagyis
p | (w1 — u2)h — (v1 — v2). Legyen & = w1 — ug és y = v1 — ve. Ekkor az |z], |y| < /P, he = y (mod p) feltételek
teljesiilnek, és az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy x > 0, mert xz-et és y-t kicserélhetjiik (—x)-re és
(—y)-ra. Még azt kell megmutatnunk, hogy x és y kiilonbozsek, és egyikiik sem 0. Tegyiik fel, hogy y = 0; ekkor p | ha.
Mivel h nem oszthat6 p-vel, ebbdl p | x kovetkezik, viszont |z| < p miatt ez csak 2 = 0 esetén lehetséges. Ha viszont
x =y =0, az ellentmond annak, hogy az (uy,v1) és (u2,v2) szamparok kiilonboz6k. Az x = 0 esetben hasonloképpen
jutunk ellentmondéasra. Ha 2 és y nem lennének kiilonbozsek, akkor p | (h — 1)z lenne, viszont sem h — 1, sem x nem
oszthatd p-vel.

Mivel

(x —y) [I2+3:y—|—y2] =2% —y3 = (ha)® —¢® — (ho —y) (h2x2+h3:y+y2] =0 (mod p),

6s 0 < |z —y| < 2¢/p < p, igy p | 2° + 2y + y*. Ha megmutatjuk, hogy y > 0 is teljesiil, kész vagyunk: z, y kéziil a
kisebbiket a-nak, a nagyobbikat b-nek valasztva megfelel szampéart nyeriink.
Tegyiik fel, hogy y < 0. Ekkor x < |y| esetén

22 +ay +y? <zlyl+ay +yP =97 <p,
x > |y| esetén pedig
2 +ay+y? <24 ay+alyl =2% <p.

Viszont

?+ay+yt =< (2P +y2+ (z+y)?%) >0,

N~

és igy 22 + zy + y? nem lehet oszthato p-vel.
Frenkel Péter (Fazekas M. F6v. Gyak. Gimn., IV. o.t.)

Megjegyzések. 1. Tobben  észrevették, hogy 0 < a, b < VP  teljesiilése  esetén
D | a® 4 ab + b* ekvivalens azzal, hogy a® + ab + b* = p. Ez azért igaz, mert 0 < a® 4+ ab+b* < 3p, és a® +ab+b* = 2p
nem lehetséges. (Ebben az esetben ugyanis a és b is péaros kellene legyen, viszont 2p nem oszthaté 4-gyel.)
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2. Legyen o = 3 + gz az els6 hatodik komplex egységgyok. Az xz+yp (z, y egészek) alaka komplex szamokat Euler-

egeészeknek nevezik. Egyszert szamolassal ellendrizhetd, hogy |z + yo|? = 2? + zy 4+ y>. A feladat tehat, figyelembe
véve az el6bbi megjegyzést, olyan a + bp Euler-egész létezésének bizonyitasa volt, amelyre |a + b,g|2 = p, valamint
0<a<b<y/p

Ismeretes (lasd pl. Gyarmati—Turdn: Szamelmélet, 431-432. old.), hogy ha P
3k + 1 alakd prim, akkor pontosan 12 olyan Euler-egész létezik, amelyek abszolut értékének négyzete éppen p. Ezek
koziil hat egymésbol ugy kaphatd, hogy egy megfelel hatodik egységgyokkel megszorozzuk Sket, a tobbi hat pedig
ezek konjugaltja. A 0 < a < b feltétel azzal ekvivalens, hogy a keresett Euler-egész argumentuma (szoge) 0° és 30° kozé
esik. Az ilyen egész létezése az el6bbiekbdl kovetkezik. Végiil a b < /p feltétel is teljesiil, mert b2 <a®+ab+b* =p.



