Ha A\ =1 vagy A = 4, akkor létezik potitiv egész megoldés, példaul z =y =z=v =2, illetvex =y=2=v = 1.
Megmutatjuk, hogy més A esetén nincs pozitiv egész megoldas.

Tegyiik fel, hogy egy bizonyos A esetén létezik megoldas, és tekintsiink egy olyan megoldést, amelyre x +y + 2z + v
minimalis. A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy = <y < z <w.

El6szor bebizonyitjuk, hogy

A
(2) v < 2YE és v <\x?4y?+ 22

2

Tekintsiik (1)-et Ggy, mint egy v-ben méasodfoku egyenletet. Ennek masik gyoke a gyokok és egytitthatok kozotti
Osszefiiggeések (Viéta-formulak) alapjan

I2+y2+2’2

(3) v = Axyz — v = 5

Az els6 képletbdl lathatd, hogy vy is egész, a masodik képletbdl pedig az lathato, hogy pozitiv. Ez azt jelenti, hogy
(1)-nek az z, y, z, v szamnégyes is megoldasa. Mivel azonban x + y + z + v minimaélis, v < vy, amibdl (3) alapjan (2)
teljesiil.

A )\ értékére a kovetkezs becslés ad felsé korlatot:

A A
(4) Meyz =2+ + 22+ <zvtyu+ 2o 4o a;yz < <3+§)$yzv;

ebbdl A < 3+ A2, vagyis A < 6.

Ha z, y, 2z, v k6zott nincs paros, akkor a bal oldal oszthaté 4-gyel, viszont a jobb oldalon zyzv pératlan, kovetke-
zésképpen \ oszthatd 4-gyel; ez csak A = 4 esetén lehetséges.

Ha z, y, z, v k6z0tt egy vagy harom paros van, akkor a jobb oldal paros, a bal oldal paratlan, ami ellentmondaés.

Ha z, y, z, v kozott két paros van, akkor a bal oldal 4-gyel osztva 2 maradékot ad, viszont a jobb oldal oszthato
4-gyel, ami szintén ellentmondas.

Végiil, ha x, y, z, v mind péaros, akkor a (4) becslést kicsit élesebben leirva

A 3 A 3 A
Azyzu < xv 4+ yv + zv 4 v J;yz < (Z + §> xyzv; ebbdl A < 1 + > vagyis A = 1.

Pozitiv egész megoldas tehat csak A =1 és A = 4 esetén lehetséges.

Megjegyzések. 1. A (3) képlet alapjan mindkét A értékre végtelen sok megoldas konstrualhato, hiszen z, y, z, v
koziil valamelyiket — példaul a legkisebbet — kicserélhetjiik egy nagyobb egész szamra.

2. Egy nagyon hasonlé egyenlet (x2 +yP 422 = kxyz) vizsgalata megtalalhato Jaglom—Skljarszkij—Csencov: Valo-
gatott feladatok és tételek az elemi matematika korébol c. konyvében (1. kotet, 118. feladat, Tankdinyvkiads, 1967),
és a két feladat megoldasa lényegében ugyanaz. Tobben az ott leirt bizonyitast irtak at az (1) egyenletre. Sajnos, a
konyvben leirt megoldas tobb pontatlansagot is tartalmaz, és a versenyzék egy része ezeket nem korrigalta. Sokan —
a kdnyv nyoman — a v; szdmot a v; = Azyz — v képlettel definidltak, és behelyettesitéssel ellendrizték, hogy az z,, v,
z, v1 szamnégyes is megoldasa (1)-nek. Viszont — a konyvhoz hasonléan — elfelejtették megindokolni, hogy vq miért
pozitiv. (Ezek a versenyz6k 4 pontot kaptak.) Ketten még a masolas gyanijaba is keveredtek, mert a legkritikusabb
mondatokat sz6 szerint mésolték ki a kényvbél.



